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Prefacio

Estas notas incluem uma sintese das matérias que habitualmente fazem parte do pro-
grama da disciplina de Algebra Linear dos 1°s anos dos cursos de engenharia. Pretende-
-se que elas constituam para o aluno mais um elemento facilitador do estudo e estru-
turacao dos assuntos tratados. Esta edi¢ao acrescenta a de 2000 o primeiro capitulo
e algumas pequenas modificacoes nos restantes. Ademais, foram introduzidas algumas
demonstracoes, susceptiveis de serem abordadas num curso desta natureza.






I
MATRIZES E SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

1. Sistemas de equacoes lineares, eliminacao de Gauss e
matrizes

Recordemos que, dado um sistema de equacgoes lineares, se chega a um sistema
equivalente por meio de cada um dos seguintes passos:

1. substituicao de uma das equacoes pela que se obtém multiplicando cada um dos

membros por um mesmo nimero nao nulo;

2. substituicao de uma das equagoes pela que se obtém somando-a membro a membro
com uma equagao obtida de outra como no passo 1;

3. troca da ordem das equagoes.

Antes de uma descricao precisa do método de Eliminacao de Gauss, apresentam-
se alguns exemplos onde ele ¢ utilizado, que ajudarao a entender esta técnica. Na
eliminacao de Gauss do sistema usam-se os trés principios de equivaléncia enumerados

atras.
Exemplo 1. Consideremos o sistema seguinte:

2 —y +v =1
—4dr —6y +2z 4+2v = 0
6z 4y +z +Hv = 4

Usando o principio de equivaléncia 2 trés vezes seguidas, tem-se:

2r  —y +v = 1 <= 20 —y +v =1
—4dr —6y +2z +2v = 0 Ey +2F -8y +2z +4v = 2
6z +y 4z +5v = 4 Es — 3E; by +z 420 = 1
= 2r —y +v =1
-8y +2z +4v = 2
Es+ 3E, 2z +4dv =

O dltimo sistema tem uma apresentacao que permite chegar facilmente as solucoes
usando sucessivamente substituicao de variaveis, de baixo para cima, como descrito a

seguir:
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20—y +v = 1 20—y +v =1
-8y +2z +4v = 2 < -8y +2z +4v = 2
2z +4dv = 2 2z = 2—4v
2 —vy +v = 1 x = 1-2v
—s y _ 2—2(1128v)—4v) —s y — 0
z = 1—-2v z = 1—-2v

Este sistema é possivel, pois tem solucao. E ¢é indeterminado, visto que tem
véarias (uma infinidade de) solugoes. Tem uma varidvel livre, v, e trés bésicas, =, y e
z. Claro que, utilizando outro processo de resolucao, poder-se-ia obter uma diferente
variavel livre. Mas o nimero de variaveis livres e o nimero de varidveis bésicas é
independente do método de resolucao utilizado. Como o ntimero de variaveis livres do
sistema é 1, dizemos que o seu grau de indeterminacao é 1, ou ainda, que o sistema

¢é simplesmente indeterminado.

Matrizes. Matriz dos coeficientes e matriz ampliada de um sistema. Consi-
deremos o sistema do Exemplo 1; escrevendo os coeficientes das varidveix x, y, z e v na

12,22 32 ¢ 42 colunas, respectivamente, obtém-se a seguinte matriz:

2 -1 01
-4 —6 2 2
6 1 15

Esta matriz diz-se a matriz dos coeficientes do sistema. Se a esta matriz juntarmos,

a direita, a coluna dos termos independentes do sistema,

2 -1 01 |1
—4 -6 22 |0
6 115 | 4

temos a chamada matriz ampliada do sistema.
Os passos da eliminacao de Gauss do sistema do Exemplo 1 podem ser esquemati-

zados, partindo da matriz ampliada, do modo seguinte:

2 =101 | 1 2 -1 01 |1 2 -1 01 |1
4 622 ]0|—]0 -824]|2]—|0-824]2
6 115 | 4 0 412 |1 0 0242

Uma matriz do tipo m x n (lei-se “m por n”) é uma expressao constituida por mn

nameros ayy, a2, **+, Gmn, dispostos em linhas e colunas da seguinte forma:



1. SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES, ELIMINACAO DE GAUSS E MATRIZES 3

a1 12 a1z - a1,n-1 A1n

21 22 a3 - a2,n—1 A2,

a31 a32 agz - a3 n—1 a3n

m-1,1 Om-12 Am-13 " Am—1n—-1 Om-1n

L Qm1 Am2 m3 - Am,n—1 Qmn i
Os numeros ayq, a2, *-+, a1, Gz, ---, dizem-se entradas, elementos ou compo-
nentes da matriz.

Uma matriz da forma acima pode representar-se abreviadamente por [a;;] .~ ou

[ai;] ou (as;).
Uma matriz com o mesmo nimero de linhas e colunas, digamos n, diz-se quadrada

e de ordem n. Por exemplo,

_ O
—_ o O
[ R\

¢ uma matriz quadrada de ordem 3.

Uma matriz em escada de linhas é uma matriz tal que por baixo do primeiro
elemento nao nulo de cada linha da matriz, e por baixo dos elementos anteriores da
mesma linha, todas as entradas sao nulas.

Numa matriz em escada de linhas, chama-se pivo ao primeiro elemento nao nulo de

cada linha.

Na eliminacao de Gauss de uma matriz transformamos a matriz dada numa matriz

em escada de linhas por meio de operagoes do seguinte tipo:

1. substituicao de uma linha pela sua soma com o produto de um niimero por outra
linha;

2. troca de linhas.

Numa matriz em escada por linhas, chama-se caracteristica da matriz ao niimero
de pivos, o mesmo ¢é dizer, ao nimero de linhas nao nulas da matriz.

A caracteristica de uma matriz A, denotada car(A), é, por definigdo, a carac-
teristica da matriz em escada de linhas da matriz que se obtém através da eliminagao

de Gauss de A.
Uma matriz quadrada A de ordem n diz-se:

e singular, se car(A) < n,

e nao singular, se car(A4) = n.
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Exemplo 2. Pretende-se determinar a caracteristica da matriz

10 00 0]
00 000
A=| 20 031
40 -1 4 1
00 022

Para isso, fazemos a eliminacao de Gauss da matriz. Comegamos por utilizar o primeiro

elemento da primeira linha, 1 (3 0), como pivo:

10 00 0] — [10 00 0]
00 000 00 000
20 03 1| Ly—2L, |00 0 3 1
—4 0 -1 4 1| Ly+4L, |0 0 -1 4 1
00 022 00 022

Como a segunda linha nao tem nenhum elemento diferente de zero, passamos a terceira
linha. O primeiro elemento nao nulo da terceira linha é 3. Mas, escolhendo 3 como pivo,
nao ¢ possivel utilizar a técnica utilizada anteriormente para anular o —1 da quarta linha.

Temos entao de fazer uma troca de linhas, como ilustrado a seguir:

A matriz obtida ainda nao é uma matriz em escada de linhas; temos, portanto, de

continuar a eliminacao:

— [10 00 0]
00 000
00 —-141
00 031
Ly—3Ly [0 0 0 0 3

10 000 10 000
00 000 — 00 000
00 031 00 -1 41
00 -1 41 L3y« Ly 00 031
00 02 2 100 022

Chegédmos agora a uma matriz em escada de linhas, pelo que est4 feita a eliminagao
de Gaus da matriz dada. Olhando para a matriz obtida, verificamos que tem 4 linhas
nao nulas pelo que a caracteistica da matriz dada é 4, abreviadamente, car(A)=4. Como

a matriz A tem 5 colunas, concluimos que é singular.

Observagao. Ao longo da eliminacao de Gauss encontramo-nos repetidamente na

seguinte situagao: Temos uma matriz que tem uma linha da forma

00 0 awt Qpis1 Qkn,
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com ai; # 0, que é escolhido para pivo, e uma linha abaixo dessa, como ilustrado a

seguir

0 0 c. 0 Qrt Agt+1 - -- Qkn

0 0 . 0 Qpt ar7t+1 oo Qpep

pretendemos anular o elemento na posicao rt. A operacao usada para esse efeito é a

substituicao da r-ésima linha pela que se obtém pondo

Lr - 7Lk
Qe

(onde Ly e L, sdo as linhas representadas acima).

Exemplo 3. Dado o sistema

20—y +v =1
—4xr —6y +2z +2v
6z -7y 4z +dv = 2

a sua matriz ampliada é:
2 -1 01 |1
-4 -6 2 2 |0
6 =7 1 5 | 2
A seguir faz-se a eliminacao de Gauss da matriz ampliada do sistema, indicando por
baixo das setas as operagoes que foram feitas sobre as linhas para passar de uma matriz

a outra:
2 -1 0 1 | 1 — 2 -1 0 1 | 1
-4 -6 2 2 | 0 Lo+ 214 0 -8 2 4 | 2
6 -7 1 5 \ 2 Ly — 304 0 -4 1 2 \ -1
— 2 -1 0 1 | 1
0 -8 2 4 | 2

Lg—%LQ 0O 000 | -2

Concluimos que o sistema dado é equivalente a:

20—y +v = 1
-8y 42z +4v
Oov = -2

Atendendo a ultima equagao, o sistema é impossivel.

Denotemos por [A|b] a matriz ampliada do sistema, onde A é a matriz dos co-
eficientes e b ¢ a matriz coluna dos termos independentes. Denotemos por [Ulc| a
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matriz resultante da eliminagao de Gauss de [A]b]. Temos entao car(A)=car(U)=2 e
car([A|b])=car([U|c|])=3. Note-se que a impossibilidade do sistema tem a ver com o
facto de a tltima linha de U ser nula, mas nao ser nula a ultima linha de [Ul|c], ou seja,
tem a ver com facto de se ter car(A) < car([A]b]).

Exemplo 4. Consideremos o sistema de equacoes

) +21’3 —XTy 2
3ZE1 —T3 +Iy4 1
=31 +x9 +3x3 +14 1
2%1 —25132 +él’3 +x4 1
Eliminacao de Gauss da matriz ampliada do sistema:
o 1 2 -1 2 3 0 -1 1|1
3 0 -1 11 7 0 1 2 -1 ]2
L1<—>L2
-3 1 3 1] 1 -3 1 3 1] 1
2 =2 1+ 1 ]1 2 =2 4+ 1 ]1
— 3 0 -1 1|1 — 30 -1 1| 1
o 1 2 -1 2 o1 2 -1 | 2
Ls+ Ly o 1 2 2] 2 Ly — Ly 00 0 3| 0
Ly—3Ly |0 =2 1 5 | 3| Lsy+2L, [0 0 5 -3 | 2
— 30 -1 1| 1
01 2 =11 2
5 13
00 5 —3 | %
L3y — Ly 00 0 3| 0
O sistema dado é equivalente a
31’1 —x3 +r4 = 1
T —|—2$3 —Ty4 = 2
D3 —§x4 = 13—3
31‘4 =0

Resolvendo por substituicao da ultima para a primeira equagao, obtemos:

28

1 45
T2 = %
T3 = %
Ty = 0

As variaveis basicas sao as correspondentes as colunas que tém pivos na matriz resultante
da eliminacao de Gauss da matriz dos coeficientes; neste caso: x1, T, T3, Z4.
Sendo todas as varidveis basicas (ou seja, nao havendo variaveis livres), é claro que

o sistema nao poderia ter mais do que uma solugao.
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Observando os exemplos ja dados, facilmente se concluem as propriedades seguintes

relativamente a classificacao de um sistema.

Classificagao de um sistema mediante as caracteristicas da matriz dos coe-
ficientes e da matriz ampliada. Dado um sistema de m equagoes e n incognitas,
suponhamos que A é a matriz dos coeficientes do sistema (A é portanto uma matriz do

tipo m X n) e b é a matriz dos termos independentes do sistema. Assim,
[A 6]
¢ a matriz ampliada do sistema. Nestas condicgoes, o sistema é:
e possivel se e s6 se car(A)=car([A|b]);
e sendo possivel, é
— determinado, se e s6 se car(A) = n (tendo-se que, nesse caso, todas as
variaveis sdo bésicas);
— indeterminado, com indeterminacdo de grau k (com k # 0), se e s se
car(A) = n — k. As varidveis bésicas podem ser escolhidas como as varidveis

correspondentes aos pivos da matriz resultante da eliminagao de Gauss da

matriz dos coeficientes. O sistema tem entao k& varidveis livres.

2. Matrizes especiais

As defini¢oes de matriz, elementos ou entradas de uma matriz, tipo de uma matriz,
etc., foram ja apresentadas na secgao anterior. Viu-se também o que se entende por

matriz em escada. A seguir da-se conta de mais alguns tipos especiais de matrizes.
A diagonal principal (ou apenas diagonal) de uma matriz quadrada (a;;) de
ordem n é constituida pelos elementos
11, @22, ..., Gpp

Se pensarmos na representacao de uma matriz quadrada como um quadrado, a diagonal
principal corresponde efectivamente a uma das diagonais do quadrado. Os elementos que
ficam situados na outra diagonal desse quadrado constituem a diagonal secundaria
da matriz. Na figura seguinte estao assinaladas as duas diagonais de uma matriz 4 x 4.

diagonal principal — — —

diagonal secunddria ——
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Uma matriz nula é uma matiz de entradas todas nulas. Por exemplo, a matriz nula
3x4é

0000
0000
0000

A matriz nula m x n designa-se usualmente por O,,x,. Se m = n, pode escrever-
se simplesmente O,,. Quando nao ha ambiguidade sobre o tipo da matriz, escreve-se
simplesmente O.

A matriz identidade de ordem n é a matiz quadrada de ordem n cujas entradas
na diagonal principal sao todas 1 e fora da diagonal sao nulas. Designa-se por I, ou
apenas I. Assim, a matriz identidade 4 x 4 é

1000
0100
0010
0001

Uma matriz diagonal é uma matriz quadrada cujas entradas fora da diagonal

principal sao todas nulas. E pois uma matriz da forma

a; 0 0 0 0]
0 ay O 0 0
0 0 ay 0 0
0 0 0 1 O
0 0 0 0 a, |

Uma matriz quadrada diz-se triangular superior se todas as suas entradas abaixo
da diagonal principal forem nulas; assim:

11 Q12 A1z ...  QA1p-1 Q1n

0 axp ax .. a2 n—1 (057

0 0 ass ... a3 n—1 asn

0 0 0 co Qp—1pn—-1 Qn-1n
L0 0 0 0 —
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Analogamente uma matriz triangular inferior é uma matriz da forma

aiq 0 0 . 0 0
asq a2 0 . 0 0
asy a3 ass cee 0 0
p-11 Qp-12 Op-13 - QAp_ip—1 0
L an1 An2 an3 an,nfl Ann i

Uma matriz linha é uma matriz constituida por uma unica linha. Por exemplo,

1 0 —1 5]. Una matriz coluna é uma matriz constituida por uma tnica coluna.
1
0

Por exemplo, ]
)

3. Operacgoes com matrizes

O conjunto de todas as matrizes m xn com entradas em IR designa-se por M., (IR).

Analogamente, M,,,«,(C) designa o conjunto de todas as matrizes m x n com entradas

12 -10
no corpo complexo C. Assim Lo 21 ] ¢ um elemento de My 4(IR) (e também
1 2—7 -1
de Myyy(C)) e a matriz | 2 1—14 | é um elemento de M3,3(C). As matrizes
T =2 i
2

com entradas em IR dizem-se reais e aquelas cujas entradas sao numeros complexos

dizem-se complexas.

Adigao. A adigao de matrizes faz-se entre matrizes do mesmo tipo (reais ou complexas)
e define-se do seguinte modo: Dadas matrizes A = (a;;) e B = (b;;) do tipo m x n, a

sua adicao é a matriz soma m x n dada por

A—i‘B:(CLU—i‘bw)

1 ? 1424 v =1 =2 147 0 1
Por exemplo, | ¢ 1—1 —1 +1t 147 4 = 21 2 =141
1 2—-2¢ 0 0 1 ? 1 2—3 ?

E f4cil verificar que a adicdo em Min(K) (K = IR, C) goza das propriedades
seguintes:

1. Comutatividade: A+ B = B + A, para quaisquer A, B € M, (K).

2. Associatividade: (A+B)+C = A+ (B+C), para quaisquer A, B, C' € M, (K).
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3. Emisténcia de elemento neutro: Opxn+ A = A+ Opxn, para todo A € My, (IK).

4. Ezisténcia de simétrico: Para cada matriz A = (a;;) a matriz —A = (—a;;) satisfaz

as igualdades A+ (—A) = —-A+ A=0.

Multiplicagao escalar. O produto de um escalar « (i.e., @ é um nimero real ou
complexo, consoante se esteja a considerar IK = IR ou IK = C) por uma matriz real

A = (a;;) do tipo m x n é a matriz m X n

aA = (o).
] . _2 4 l . _2.
Por exemplo, —3 [ (Z) 5 9 9 ] = [ (2) —1Z—z' _Z_Z } )

E imediato que, para quaisquer nimeros « e (3 e quaisquer matrizes A e B do mesmo
tipo, se verificam as seguintes igualdades:

L. a(BA) = (ap)A
2. (a+B)A=ad+pA

3. a(A+ B)=aA+aB

Multiplicagao de matrizes. Vamos ver agora como se define o produto entre matrizes.
O produto de uma matriz linha com n elementos por uma matriz coluna também
com n elementos é uma matriz 1 X 1, ou seja, um numero, que se obtém como indicado
a seguir:
by
a1 ay ... ay) b | = a1by + asbs + ... + ayb,, .

bn
O produto AB de duas matrizes s6 esta definido se o niimero de colunas de A for
igual ao nimero de linhas de B. Ou seja, se A é do tipo m x n, B tera de ser do tipo
n X p para algum p. Dadas A do tipo m xn e B do tipo n x p, o produto AB, de A por
B, é a matriz m X p tal que, para cada i € {1,2,....m} e j € {1,2,...,p}, o elemento na
posicao ij da matriz AB é igual ao produto da i-ésima linha de A pela j-ésima coluna
de B. Por exemplo,

2 1 5 2x3+1x(-2) 2x(-1)+1x5 4 3
-1 0 [_2 5] = | (-1)x34+0x(-2) (-)x(-1)+0x5 | =|-3 1
3 4 3x3+4x(-2) 3x(=1)4+4x5 1 17

Por outras palavras, dadas A = (a;;) do tipo m x n e B = (b;;) do tipo n X p, o
produto AB, de A por B, é a matriz m X p
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r n n n T
Z a1;br1 Z airbe ... Z a1brp
k=1 k=1 k=1

n n n
AB — | Dbk D asbiz ... Y agbiy
k=1 k=1 =1

n n n
> bt D ampbre o Y amibig
L k=1 k=1 k=1 1

Usando uma notagao abreviada,
n
k=1

Repare-se que, utilizando esta definicao, podemos representar um sistem da forma

a11r1 + 122 + ...+ ALy = bl

Q171 + Q2o + ...+ An Ly = bm

pela equagao matricial
Ar =1b
z1 by

onde A ¢ a matriz dos coeficientes do sistema, z = | : eb=
Tn b,
Propriedades da multiplicacao de matrizes.
1. Distributividade (a esquerda e a direita da multiplica¢ao relativamente a adi¢do):

(a) A(B+ C) = AB + AC, para quaisquer matrizes A do tipo m x n e B e C do

tipo n X p;
(b) (A+ B)C = AC + BC, para quaisquer matrizes A e B do tipo m x n e C do
tipo n X p.
Prova. (a) Sendo A = (a;;), B = (b;;) e C' = (cj,) dos tipos referidos acima,
tem-se que: "
A(B + C) == (Z aik(bkr + Ckr))
k=1
= (D _(awbir + aircer))

k=1

= (Z Aitbpr + Z ik Cr)
k=1 k=1

= AB+ AC
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calculo de, por exemplo, o produto de AB e BA para A =
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(b) prova-se de forma andloga.

A prova das duas igualdades seguintes, para quaisquer matrizes A e B tais que o
9
produto AB esta definido e quaisquer niimeros « e 3, é facil e fica como exercicio.

- (aA)(BB) = (afB)(AB)
. (0A)B = a(AB)

. Associatividade: A(BC) = (AB)C, para quaisquer matrizes A m xn, Bn X p e

Cpxq.

Prova. Sendo A = (a;j), B = (bj;) e C = (¢r5) com 1 < i <m, 1< j <mn,
1<r<pel<s<ygq, tem-se que, por definicao:

AB = (Z aikbkr> e AB é do tipom X p;
k=1

BC = (Z bjtcts> e BC é do tipop x q.

t=1

Vem, entao:

M=

(AB)C = (Z aikbkt> ct5>, por defini¢ao de produto de matrizes

t k=

Il
—_
i

M~
NE

aikbktcts>, usando a distributividade da multi-

I
—
e
Il

! plicacao em relagao a adigdo em IR ou C

NE
NE

aikbktcts> , usando a comutatividade e associatividade

i
—
~
Il
i

da adicao em IR ou C

>

k=1

(
;
(
(

<aik2bktcts>>, usando a distributividade da multi-

t=1 plicagao em relagao a adigdo em IR ou C

=A(BC), por definicao do produto de matrizes

Note-se que o produto de matrizes nao é comutativo. Para o concluir, sugere-se o

1 2
e B= 1 .
1 3 2 2

Matrizes invertiveis. Uma matriz quadrada A de ordem n diz-se invertivel se existir

uma matriz quadrada B de ordem n tal que AB =1 e BA = I. Nesse caso, B diz-se

inversa de A e designa-se por A7L.
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E de notar que a inversa de uma matriz, quando existe, é inica. Com efeito, supo-
nhamos que A, B; e B, sao matrizes quadradas de ordem n tais que AB; = B;A =1,
para 1= 1, 2, entao B1 = 31] = Bl(ABQ) = (BlA)BQ = ]BQ = BQ.

Nem todas as matrizes tém inversa. Por exemplo, o produto da matriz 0 por

qualquer outra d4 uma matriz com a segunda linha com entradas todas nulas; logo ¢
impossivel encontrar uma inversa para esta matriz.

Fica como exercicio chegar a seguinte propriedade:

Se A e B sao matrizes quadradas da mesma ordem e invertiveis entao AB também é
invertivel, tendo-se (AB)™' = B7'A~!. Mais geralmente:

Propriedade. Se A, A,, ..., A, sao matrizes quadradas da mesma ordem, todas in-
vertiveis, entdo o produto A; A,... A, é invertivel, tendo-se (A; Ay...A,) "1 = A7 AT AT

Multiplicagao por blocos. Consideremos a matriz

(201 1 1]
03111
A=10020 0
00020
0000 2

Podemos particiona-la em blocos do seguinte modo:

20| i
03 ] 1 1 1
|- -
00 | 20 0
00 ] 0 2 0
00 | 0 0 2]

Se pusermos

2
20 1 11 00 00
AH— , A12 ,A21: 0 0 eAQQ— 02 0 ,podemos
0 3 1 11
0 0 0 0 2
escrever

A A
A= 11 12
A21 A22

Por vezes é vantajoso considerar as matrizes particionadas em blocos. Por exemplo,
para matrizes de dimensoes grandes, isso pode facilitar a multiplicacao. E isso que vai

ser descrito a seguir.

Sejam A e B matrizes do tipo m X n e n X p, respectivamente, particionadas em
blocos do modo seguinte
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All

A= A21

Arl

e tais que, para i =
(ndmero de colunas de A;;) = (nimero de linhas de By;).

I-MATRIZES E SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

A12 Als

A22 AQS

Ar2 Ars
1L,.,r k =

. B=

1,...,s ey

Bll Bl2
BQl B22
le Bs2

Esta igualdade assegura que o produto A;; By, estd definido.

Note-se ainda que, olhadas por blocos, as matrizes A e B sao do tipor X s e s X t,
respectivamente, ou seja, o nimero de colunas de A é igual ao nimero de linhas de B.

Nas condigoes expostas, verifica-se entao a igualdade

AB =

Note-se que, atendendo ao modo como as matrizes estao particionadas, fixados 7 €

Z A1 B

k=1

> AsyBra

k=1

Z ArkBkl

L k=1

Z Ay, Bro

k=1

> Ao Bo

k=1

> AvBro
k=1

Z A1y, Bret

k=1

> Agy By

k=1

Z A'r’kBkt

k=1

Biy
BQt

Bst

1,...,t, se verifica a igualdade

{1,..,r}eje{l,.., s}, as matrizes A;;,By; sao todas do mesmo tipo (k =1,..., s), logo

a soma Z A By; estd definida.

k=1

Exemplo. Relativamente as matrizes

10 0 | 1 —
01 0 | 3
00 1 | 5
A=
1 11| 0
1 11| 0
00 0 | 2

2 | 0 0
4] 0 0
6 | 0 0
0 | 1 0
0| 0 1
2 | 0 0

e B=

(e

6
0

2 ] 0 0
1| 0 o0
0] 0 0
0 | 1 -1
1| 1 -1
0] 6 6
6 | 1 1

o O O

—_ =

1

6 |
1

| = =

o =

1
-1

—_ = =

)

-2
2

pode fazer-se o produto AB visto que o nimero de colunas de A ¢é igual ao nimero

de linhas de B (igual a 7). Por outro lado as duas matrizes estdo particionadas de

forma que é possivel fazer o produto por blocos; para concluir isso, basta notar que as

colunas de A estao agrupadas do mesmo modo que as linhas de B, especificamente: 3,
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2 e 2. Repare-se que a particao das matrizes esta feita de modo a fazer aparecer varias
matrizes identidade e nulas para facilitar os calculos. Temos assim que

1 A O By O By By + Ajs A19Bys Bis+ Ajp
AB - Agl O ] ] BQQ ] - A21B11 + 6] BgQ Anglg + B33
O Az O 6/ DBsy Bs Asy AsoBoy  Asy

A seguir apresenta-se parte do produto AB ja feito. Fica como exercicio completar a

matriz com as quatro submatrizes que faltam.

2 0 | |2 -1

5 5 | | 4 5

8 6 | | 6 7

AB=| T
| 6 6 6 6 |
11 1 1 |

2 2 | 2 2

Exemplos especiais de multiplicacao por blocos. Sejam A e B matrizes m X n e

n X p, respectivamente. Designemos por
L17 L27 ceey Lm

as linhas de A, na ordem pela qual aparecem em A, e por

Ch, Oy, ..., G,
as colunas de B, também na ordem pela qual estao em B.
Entao:
[ Ly ] [ LB ]|
AB = B =
Lo LoB
| Ly, | | L.,B |

AB = A[C, Cy ... C) = [AC, AC, ... AC,].
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4. Decomposicao LU

Matrizes elementares. Relembremos que a linha ¢ da matriz identidade tem zeros

em todas as entradas excepto na i-ésima entrada que é igual a 1.

00 ..010 ...0]

i-ésima entradaJA

Fazendo o produto da i-ésima linha da matriz identidade por uma matriz A = (a;;)

e designando por Ly, Lo, ..., L,,, as linhas de A, tem-se
[O 0..010 .. O} [ L1 1 :Lz = [ail ;9 ... am}.
L;
L Lm J

Uma das passagens usada na eliminacao de Gauss de uma matriz é substituir uma
linha pela sua soma com um multiplo de outra. Isso sugere a questao:
Dada uma matriz A cuja representacao por linhas é

qual a matriz cuja multiplicacao por A tem o efeito de substituir a i-ésima linha de A

pela sua soma com a j-ésima linha multiplicada pelo escalar o

CIHEES
L, L; + al;
P
Note-se que, designando por eq, €a, ..., €,, as 12, 22 . e m-ésima linhas da identidade

de ordem m, respectivamente, temos que

(e +ae;)A =eA+ae;A
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e ]
€j
Portanto, a matriz [(f?)] é : , Ou seja, é a matriz
e; + ae;
L ©Em
J 1
- J/ l -
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
J— 0 0 1 0 0
P s 0 0 ! 1 0
(000 .. 0 .. 0 .. 1|

Esta matriz obtém-se da identidade substituindo a entrada nula na posigao 5 por
a. Uma matriz deste tipo diz-se matriz elementar e designa-se por

Eij(a).

Exemplos. A matriz elementar E33(—2) de ordem 4 é

(e

—
o = O O
_ o O O

e a matriz elementar Ey(5) de ordem 4 é

1000
0100
0010
5 0 01

E facil verificar que as matrizes elementares sao invertiveis. Na verdade, como o efeito

de multiplicar E;;(c) por outra matriz qualquer é substituir a linha ¢ pela sua soma com
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a linha 7 multiplicada por «, temos que

Eyj(@)Eyj(—a) = Eyj(a)

I-MATRIZES E SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

Analogamente se conclui que

Por conseguinte,

Exemplos.

N O =

o = O

— O O

-1

€; —

€1

€1

L em
=1,.
Eij(—a)
10
0 1
0 -2
0 0
I 0 0

o O = O O

(e; — aej) + ae;

o = O O O

_ o O O O

€1

€m

I
oo o o -

S O N = O

o O = O O

o = O O O

_ o O O O

Uma propriedade importante do produto de matrizes elementares. Um pro-

duto de matrizes elementares da forma

Ei g (a1) Eiyjy () ... By j, ()

onde 7; > Jt (t = 1,...,8), 71 < ga <

{1, ..., s}), é igual a matriz que se obtém da matriz identidade substituindo cada entrada

na posigao i;j; (t =1,...,s) por o.

< js e (it,Ji) # (tv,jv) para t # t' (t,t' €

(A demonstracao deste facto fica como exercicio, porventura sé para os leitores mais

audazes.)

Exemplos.

S O N =

S O NN =

o O = O

o O = O

o = O O

O = O O

_ o O O

_ o O O

o O = O

o O = O

S = O O

o = O O

_ o O O

_ o O O

o O O

S ot = O

o = O O

o O = O

_ o O O

- o = o O
|

_ o O O

S ot = O

O = O O

_ o O O
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1000 1000 1000 1000 10 00

4 2100 0100 0100 0100 01 00
0010 3010 0010 0510 00 10
0001 0001 1001 0001 00 -2 1
10 00

B 21 00

=35 10
10 -2 1

Matrizes elementares e eliminacao de Gauss. Principiamos por um exemplo

de aplicagao do método de eliminagao de Gauss:

A= 2 1 -2 1 @) 4= T2 1 -2 1 (b)
4 3 20| 1 op 0 1 2 -2
-2 -3 02| [ . 0 -2 -2 3| ;. .op,
6 1 01] p 31 0 -2 6 =2 ;i of,
A= 21 —2 1 (c) 21 -2 1] =U
01 2 -2 01 2 -2
00 2 —1 00 2 -1
00 00 0 —1

10 —6 Ly — 5L

Atendendo as passagens (a), (b) e (c) e as propriedades das matrizes elementares,

temos, respectivamente:

Ay = By (—2) B3 (1) Eyy (—3) A
A2 - E32(2) E42(2) Al
U - E43(—5) A2

Portanto,
U = Euy(—5) Es2(2) Eun(2) Ear(—2) Esy (1) B (—3) A.
Pondo B = Ey3(—5) Es2(2) Esa(2) Bai (—2) Eg (1) Eyi(—3), obtém-se
U=BA. (1)

Como as matrizes elementares sao invertiveis, a matriz B, que é um produto de matrizes

elementares, é também invertivel. Assim, da igualdade (1), vem
B™'U=B"'BA

e, finalmente,
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onde L = B~L,

E agora facil calcular a matriz L:
L =B~ = (Es(=5) Es(2) Eis(2) Bnt (=2) Esi(1) Ear(=3))"
= [En(=3)] 7 [Ex ()] [Ea(=2)] 7 [Ew(2)] 7 [Es(2)] " [Ews(=5) "

= E41(3) Es1(—1) E51(2) Eyo(—2) Esa(—2) Ey3(5)

,usando a propriedade descrita na subseccao anterior.

[\

—
o= O O
_ o O O

Veé-se assim que, para cada uma das operacoes do tipo “substituir a linha L; por L;+aL;”
feitas ao longo da eliminacao de Gauss da matriz A corresponde, na matriz L, o elemento
—Q na posicao 1j.

De um modo geral, se A é uma matriz m x n e U é a matriz em escada de linhas
que resulta da eliminacao de Gauss de A, ao longo da qual nao houve troca de linhas,
entao a chamada decomposicao LU de A é dada por

onde L é a matriz m X m que se obtém da matriz identidade substituindo, para cada
operagao do tipo “a linha L; passa a L; + aL;” feita ao longo da eliminagao de Gauss,

a entrada nula na posi¢ao 15 por —a.

No caso particular de A ser uma matriz quadrada, a matriz U resultante da sua
eliminagao de Gauss ¢é triangular superior. Como L ¢é triangular inferior, a decomposi¢ao
LU de A é entao o produto de duas matrizes triangulares, tomando também o nome de
factorizacao triangular de A.

Ly
Ly

Matrizes de permutacao. Seja A = uma matriz m X n, representada
Ly,
pelas respectivas linhas. Seja i1, 19, ...., 7, uma reordenagao dos naturais 1, 2, ..., m.



4. DECOMPOSICAO LU 21

Ly L;,
Ly Ly,
Pretendemos determinar uma matriz cuja multiplicagao por | de
Lm L'im
L
’?) _ |
()]a- [ &
L;,
Denotando de novo por ey, €, ..., €,, as linhas da matriz identidade de ordem m, tem-se
que
€iy e, A L;,
612 A: eiQA = LiQ
(Justifique.)
€Zm eimA Lim
62'1
2] _|
Portanto, podemos p()r[ . ]:
€im
Exemplos.
0 12 — 2 —1 [0 10
1 01 1 1 0 0 1
12 —1 3 [ 2 11 0010
-1 1 01 12 -1 3 1000
2. A matriz que multiplicada por da é
02 11 -1 1 01 0100
21 01 21 01 0 001
ou seja,
0010 1 2 -1 3 02 11
1 000 -1 1 0 1] 1 2 -1 3
0100 02 11| |-11 01
0 001 21 01 21 01

Uma matriz de permutacgao de ordem m ¢é uma matriz cujas linhas sao todas as

linhas da identidade I,,, colocadas por uma qualquer ordem.

Exemplos. Alguns exemplos de matrizes de permutagcao:
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0010 000 1

001 0100 100 0

P=11000Q@=1 000" %5001 0
010

000 1 0100

Como acabamos de ver, o efeito da multiplicacao de uma matriz de permutacao por
outra matriz é trocar as linhas dessa matriz. Qual o efeito do produto da matriz P por
outra? E das matrizes () e R?

Exercicio. Determinar uma matriz L triangular inferior com 1’s na diagonal prin-

cipal, uma matriz em escadas de linhas U e uma matriz de permutacao P tal que para

a matriz
0 21
A=11 1 2 | setenha PA=LU.
2 3 8
Resolucao:
0 21 — 11 2 — 11 2 — 11 2
11 2 Ly < Ly 0 21 0 21 0 2 1
2 38 2 38| Ly—2L; |0 1 4| Ly—3L, [0 O 1
Por um lado, tem-se:
010 0 21 11 2
1 00 11 2] =1]1021
0 01 2 3 8 2 3 8

11 2 100 11 2
021|=1]010 021
2 3 8 2 1 00 1
Logo
00 11 2 010
L=|010,U=|021|,P=|100
2 51 00 1 001

Inversa de uma matriz de permutagao. Dada uma matriz A do tipo m x n, chama-
se matriz transposta de A, e denota-se por A, & matriz n x m que se obtém de A,
“escolhendo para 12, 22 ... m-ésima colunas de A?, precisamente as 12, 22, ..., m-ésima
linhas de A, respectivamente”!. Assim, temos, por exemplo, que

LA transposicdo de matrizes goza de propriedades interessantes que podem ser estudadas nas aulas
teorico-praticas. Merecem também atengao as nocoes de conjugada e transconjugada de uma matriz

complexa.
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1 -1 ot

1 -2 3
O e T
5003 0 2 -3 1
1 1 1

1<j<n

Mais precisamente, dada uma matriz A = [a;;] "~ , do tipo m X n, a sua transposta
1<i<m

é a matriz n x m dada por

E claro que se transpusermos uma matriz de permutacao obtemos outra matriz de

permutacao. Por exemplo,

t
01 0 01
001 =100
1 0 010
Seja
61'1
61‘2
P=
Gin

uma matriz de permutacao, escrita por linhas. Portanto, e; , €;,, ..., €;, sao as linhas

da identidade I,,, dispostas por uma certa ordem. A matriz transposta de P é, escrita

por colunas,
¢ [t ¢ ¢
P = e e, .. ein] .

Vamos agora calcular os produtos PP! e P'P, utilizando multiplicacao por blocos.

t t t

€iy €i eil €i1€i2 N ein
t t t

. €iq . . . €iq 61-1 €iq €Z~2 cee €y Gin
t t t

€in €i, 61-1 €in €Z~2 R 6%

Ora,
1,-ésima posicao

— [0 0l10 0] ] _J lser=s
=10.. Y Oserss

t
€i. €

is-ésima posicao — 1
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i,-ésima. coluna

Logo
PP' =1,
6,’1
€i2
PtP - [621 652 em]
ein
e, como para cada k,
‘ [ 0] [0 .. 0
elkezk = I:O-'-O]_O... O] =
0 0 0
1 ix-6sima linha — 0 .. 0
0 0 0
| 0 |0 0
conclui-se que
P'P=1,

De (2) e (3), conclui-se que a transposta de P é a sua inversa. Em conclusao:
Toda a matriz de permutacao P é invertivel e tem-se P! = P.

0 01 010
Exemplos. Ainversade P=|1 0 0| ¢ |0 0 1
010 100
0010 0010
A inversa de 0100 é 0100
1000 1 000
0001 0001

n
_ t .
- Zeike’k
k=1

!
0

0

(2)

(3)

5. Método de Gauss-Jordan. Calculo da inversa de uma matriz

A resolucao de um sistema pelo método de Gauss-Jordan compreende trés fases:

1. Eliminagao de Gauss da matriz ampliada do sistema.

(Sé interessa passar a fase seguinte se o sistema for possivel.)

2. A partir da matriz em escada por linhas obtida em 1, chegar a uma matriz que,

nao s6 por baixo, mas também por cima dos pivos, tem todas as entradas nulas,

por meio de adequadas operacoes sucessivas sobre as linhas.
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3. Multiplicacao de cada linha nao nula da matriz obtida em 2 pelo inverso do niimero
que é o pivo dessa linha.

Ao tirar da matriz final o sistema correspondente, obtemos imediatamente as solucoes
do sistema.

Exemplo. O sistema de equacoes lineares nas variaveis xi, xs, 3, T4 € Ts,

2rx1 + 319 — 223+ 14 — D5 = 3

2r1 —3x3 + 34+ 75 =4

—2x1 + 3x9 + 3x3 — 4xy — 625 = —4
4x1 + 323 — 3x3 + 224 — 625 =5

tem como matriz ampliada

23 -2 1 -5]| 3
20 -3 3 1] 4
—2 3 3 -4 —6 | —4
43 -3 2 6| 5

Vamos fazer a elimina¢ao de Gauss-Jordan desta matriz.

Primeiro fazemos a eliminacao de Gauss:

23 -2 1 -5 3 — 2 3 -2 1 -5 |
20 -3 3 1| 4| Ly—L, [0 =3 -1 2 6| 1
23 3 —4 —6 | —4| Ls+Ly |0 6 1 —3 —11 | —1
43 -3 2 -6 5| Ly—2L, [0 =3 1 0 4 | -1
. 2 3 -2 1 -5 | 3 — 2 3 -2 1 -5 | 3
0 -3 -1 2 6| 1 0 -3 =12 6|1
Ls+2L, |0 0 -1 1 1 | 1 0 0 —-11 1]1
Li—Ly [0 0 2 —2 =2 | =2| Ly+2Ls [0 0 00 0 | 0

Como a caracteristica da matriz dos coeficientes ¢é igual a caracteristica da matriz am-
pliada, o sistema é possivel. Além disso, como essa caracteristica é igual a 3 e a matriz
dos coeficientes tem 5 colunas, vamos obter 3 varidveis basicas e 2 variaveis livres.

Passa-se agora a segunda fase: Primeiro anulam-se as entradas acima do pivo da
ultima linha nao nula, i.e., da 32 linha:

.
2 3 -2 1 -5 ]3] Li—-2Ly [2 3 0-1-711
0 -3 =12 6| 1| Ly—Ly |0 -3 0 1 510
0 0 -11 111 0 0 -1 1 11
0 0 00 010 0O 0 0 0 010

Em seguida anulam-se as entradas acima do pivo da 22 linha:
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_
Li+L, [2 0 00 —2 | 1
0 -3 01 510
0 0 -11 11
0 0 00 010

Finalizada a 2% fase, passamos agora a parte final do método de eliminagao de Gauss-

Jordan:

—
iLy 100 0 -1 1] 3
—35L, {0 1 0 =% =3 | 0
~Ly |00 1 -1 -1 | -1
000 0 0] 0

Esta matriz corresponde ao sistema

_ 1
513’1—1'5—5

1 5 —
I2—§$4—§$5—0
T3 — Ty — Ty = -1
que é equivalente a
1
Tr1 = XI5 + 5
_ 1 5
Ty = 3%4 + 375
T3 =Ty + x5 — 1

sendo x1, T9 e x3 variaveis basicas e x4 e x5 variaveis livres.

Note-se que, quando o sistema dado é possivel determinado, a sua solugao tinica
aparece, no final da eliminacao de Gauss-Jordan, na coluna dos termos independentes.

Exemplo. Resolugao do sistema

$1+$2:2
[El—JZQ:O

pelo método de Gauss-Jordan:
1 1] 2 —
1 =1 | 0| Ly—1L4

— |10 | 1
—3Ly |0 1 | 1

Conclui-se que o sistema dado é equivalente a

—

1 1
| Ly + %LQ

0 -2 | -2

33'1:1
Igzl .
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Portanto, a coluna dos termos independentes da ultima matriz ampliada da-nos a

solucao do sistema.

Aplicagcao do método de Gauss-Jordan ao calculo da inversa de uma matriz
invertivel. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Pretendemos saber se A é
invertivel e, nesse caso, determinar A",

Por defini¢ao, uma matriz B de ordem n é inversa de A se AB =1 e BA = I. Vamos
comegar por ver como determinar uma matriz B de ordem n tal que AB = I (caso tal
matriz B exista).

Ora, determinar uma tal matriz B é equivalente a determinar matrizes coluna n x 1

Cy, Oy, ... C,
tais que
AlCy Cy ... C) =1,
ou seja,
[AC, ACy ...AC,| =1,
isto é, o
0
1
) 0
0
AC, = L AC,=| O |, ... A, =| ¢
5 : 0
0 . 1
L O -
O objectivo é pois determinar C}, para cada j € {1,2,...,n}, tal que
o
AC; =
0
j-ésima linha — 1
0
L O -

Ou seja, para cada j € {1,2,...,n}, pretendemos determinar a(s) solugao(s) do sistema,

de n equacgoes e n incégnitas,

0
Az =
0
j-6ésima linha — | 1 | . (S;)
0
- O -
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Consequentemente, existe uma matriz B de ordem n tal que AB = I se e s6 se os n
sistemas (51), (S2), ..., (Sj), ..., (Sn) s@o possiveis; nesse caso, B é a matriz cujas colunas
sao as solugbes dos sistemas (51), (52), ..., (5;), ..., (Syn), por esta ordem.

A propriedade seguinte é importante para o que se segue.

Propriedade 1. Se A e B sao matrizes n x n tais que AB = [ entao também BA =1
e, consequentemente, B = AL

Prova. Como se vera no Exercicio da Secgao 11, temos sempre a seguinte desigualdade
respeitante a caracteristica: car(AB)<car(A). Usando este facto, e tendo em conta que

A tem n colunas, pelo que car(A) < n, obtemos
n = car(/) = car(AB) < carA <n

donde se conclui que car(A) = n.
Por outro lado, como AB = I, temos a igualdade ABA = AI, ou ainda, usando a
propriedade distributiva,

ABA-T1)=0. (4)

Mas, como car(A) = n, o sistema homogéneo Ax = 0 é possivel determinado, admitindo
a solu¢ado nula como unica solugado. Por conseguinte, a igualdade (4) obriga a que
BA —1 =0, ou seja, BA =1, como pretendido.

Note-se que uma leitura atenta da prova acabada de fazer facilmente levara a con-

clusdo da péxima propriedade (Justifique).
Propriedade 2. Uma matriz quadrada de ordem n é invertivel se e s6 se carA = n.

Sabemos mais: Se carA = n entdo a sua inversa é a matriz cujas 12, 22, ... e n-ésima
colunas sao as solugoes dos sistemas (57), (52), ..., (Sn), respectivamente.

Claro que, para resolver esses sistemas, podemos decidir por varios métodos. Va-
mos ver que, usando o método de Gauss-Jordan, podemos optar por uma resolugao
simultanea dos n sistemas que nos leva a inversa da matriz A, quando ela existe, de
uma forma simples e relativamente econémica. Para melhor compreensao do processo,

vamos ilustra-lo com um exemplo:

1 2 3
Seja A = 3 0 2 |. Para determinar a inversa de A, caso exista, vamos
-1 1 =2

resolver os correspondentes sistemas (S7), (S2) e (S3).
Neste caso, o primeiro sistema ¢, na forma matricial, o seguinte:

12 371 1
2 To = 0 (Sl)
11 =2 || o 0

Facamos a eliminacao de Gauss-Jordan da matriz ampliada do sistema:
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12 3|1 s 1 2 3| 1 s 1 2 3 |
30 2] 0| Ly—3L, |0 -6 -7 | —3 0 -6 —7 |
-11 -2 ] 0] Ly+Ly [0 3 1| 1] Ly+3L, [0 0 =2 |
— 1 2 0] 2| —Li+3L, [1 20 0| -
Ly+%Ly; [0 -6 0 | -2 0 -6 0] -2
Ly— YLy [0 0 -3 | -1 0 0 -3 | -1
— [1 00 | -2
1 4
i, o100 | 4
“2r, 001 | 1
Consequentemente, o sistema (S;) é equivalente a
Ilz—%
1‘2:%
33’3:%
ou seja, o sistema (S)) ¢ possivel determinado, tendo (—4, ¢, #) como solugao tnica.

Neste momento, como car(A) = 3, sendo A de ordem 3, sabemos ja que os outros
sistemas, (S2) e (S3), sdo também possiveis e determinados; logo A tem inversa.

A 12 coluna da matriz inversa de A é entao a solugao do sistema (.57), ou seja,

2
15
4
15
1
15
Resolvendo os sistemas
1 2 3 T 0
30 2| |@m|=|1 (52)
e
1 2 3 T 0
-1 1 =2 T3 1

obtemos, respectivamente, as 22 e 32 colunas da matriz inversa de A. Sao elas:

32 coluna :

4

15

28 coluna : z
15

2

&= Gl

5 5
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Considerando os resultados dos trés sistemas, temos que

_2 1
15 15 15
-1 _ 4 1 7
A - 15 15 15
1 1 _2

5 5

Note-se agora que, tendo em conta que os trés sistemas tém a mesma matriz dos
coeficientes, as operagoes feitas sobre as linhas ao longo da eliminacao de Gauss-Jordan
das matrizes ampliadas dos trés sistemas sao as mesmas em cada um deles. Assim,
podem resolver-se os trés sistemas todos ao mesmo tempo fazendo a eliminacao de

Gauss-Jordan da matriz

12 31100
30 21010
-11 -2 1]001
Temos entao:
12 31100 — 1 2 3| 1 0 —
30 21010 Ly—=3L |0 —6 -7 | =3 10
-1 1 -2 |00 1] Ly+Ly [0 3 1| 1 1| Ly+ 1L,
12 3] 1 0 - 2 0] 2 3 ¢
Li+3Ls 8 _ 2 _ 14
0 6 -7 | -3 1 Lo ng -6 0| -% -2 _u
I R R e CR N
- 2 7 4 2 7 4
e N T B B S B P S R .
3
=6 0| =5 =5 =5 | gl |01 O] £ § g
I N I PRI I

Na ultima matriz, a submatriz da direita tem como colunas as solugoes dos sistemas
(S1), (S2) e (S3). Ela é, portanto, a inversa de A.

De um modo geral, dada uma matriz A quadrada de ordem n, para determinar B

tal que AB = I, podemos resolver os sistemas (S51), (Sz2), ..., (S,), descritos atras para
o caso geral, todos ao mesmo tempo, de forma andloga ao feito no final do exemplo
anterior.

Esquematizando:

eliminagao de Gauss-Jordan

O processo acabado de descrever é o do calculo da inversa de uma matriz pelo método
de Gauss-Jordan.
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6. Espacos vectoriais

Um espago vectorial sobre K (IK = IR, C) consiste num conjunto nao vazio ¥V
equipado com duas operacoes, a adicao

+: VP xV =V

(que a cada dois elementos u e v de V faz corresponder um elemento u+v de V) e a

multiplicacao escalar
S KxY -V

(que a cada dois elementos a € K e v € V faz corresponder um elemento av de V),

satisfazendo os seguintes axiomas:
(V1) Comutatividade da adigao: u+ v = v 4 u, para u,v € V,;
(V2) Associatividade da adi¢ao: (u+v)+w =u+ (v+ w), para u,v,w € V;

(V3) Existéncia de zero: existe um elemento de V, designado por 6, ou apenas por 0,

tal que v + 0 = v, para todo v € V;

(V4) Ezisténcia de simétrico: para todo o elemento v de V, existe um elemento u tal
que u + v = 0 (este elemento u é habitualmente denotado por —v);

(V5) Associatividade mista: a(Bv) = (af)v, para todo «, 5 € K e todo v € V;

(V6) Distributividade da multiplicagcao escalar em relagao a adigao em K: (a+ f)v =
av + [v, para todo o, 3 € K e todo v € V;

(V7) Distributividade da multiplicagcdo escalar em relagdo a adigao em V: a(u+ v) =

au + av, para todo a € K e todo u,v € V;
(V8) Ezisténcia de identidade: 1v = v, para todo v € V.

Quando K = IR, dizemos que V é um espago vectorial real; se IK = C, dizemos
que V é um espago vectorial complexo. Os elementos de um espaco vectorial dizem-
se vectores e os elementos de K sao designados por escalares. Em particular, 0 diz-se
o vector nulo de V.
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Exemplos.
1. R" com a adi¢ao e a multiplicacao por um real usuais é um espago vectorial real.

2. C" com a adicao e a multiplicacao por um complexo usuais é um espaco vectorial
complexo.

3. O conjunto de matrizes M, (IR) com a adigdo e a multiplicagaoescalar por um

nimero real é um espago vectorial real.
4. Analogamente, M,,x,(C) é um espago vectorial complexo.

5. O conjunto de todas as sucessoes de numeros reais com a adi¢ao e a multiplicagao
escalar definidas componente a componente, i.e., (Tp)nen + (Yn)nen = (7, +
Yn)neN € Ty )nen = (ap)nen , € um espago vectorial real. Este espago costuma
designar-se por RN,

6. O conjunto das fungoes reais de varidvel real definidas num conjunto S C IR com
a adigdo e a multiplicdo por um ntmero real usuais, i.e., (f+g)(z) = f(z)+g(z)

e (af)(z) = af(x), é um espago vectorial real.

7. O conjunto dos polinémios reais com as operacoes usuais é um espaco vectorial
real.

A seguir enumeram-se algumas propriedades que se deduzem directamente da definigao

de espaco vectorial.

Propriedades. Sendo v e w vectores quaisquer de um espaco vectorial V
e a e [ escalares, verificam-se as propriedades seguintes:

L. a(v—w) =av — aw;

2. (o= B)v=av— pu;

3. a0 = 0;

4. Ov = 0;

5. av=0=a=0ouv=0;
6. (av=awea#0) = v=uw;

7. (av=pPrev#0) = a=p.
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Segue-se a demonstracao das propriedades 2 e 4 anteriores. A prova das outras fica
como exercicio.
Prova de 2. av = (o — f+ f)v = (o — B)v + P, pelo axioma (V6). Agora, somando
o simétrico de v a ambos os membros da igualdade av = (o — )v + Pv, obtém-se
av—pv = (a— B+ pv—pv=(a—-Bv+0=(a— P
Prova de 4. Usando a propriedade 2, temos Ov = (0 — 0)v = 0v — Ov = 0.

7. Subespacos vectoriais

Um subconjunto W de um espaco vectorial V' diz-se um subespaco vectorial de
VY se W for um espago vectorial para as operagoes de adi¢cao e multiplicacao escalar
definidas em V.

Exemplos.
1. {(z,0) : z € R} é um subespaco vectorial de IR”.

2. O conjunto de todas as matrizes reais n x n triangulares superiores (bem como o
de todas as triangulares inferiores) é um subespago vectorial de M, (IR).

3. O conjunto de todas as matrizes complexas n x n triangulares superiores é um
subespago vectorial de M,,,,(C). O mesmo acontece com as triangulares inferi-

ores.

4. O conjunto de todas as funcgoes reais de varidvel real continuas num intervalo
[a,b] é um subespago vectorial do espago de todas as fungodes reais de varidvel
real definidas no intervalo [a,b], com as operagoes usuais. Este subespaco sera
designado por Cla, b].

5. O conjunto de todos os polinémios reais de grau menor ou igual a n é um subespaco

vectorial do espacgo de todos os polinémios reais.

Teorema 1. Um subconjunto W de um espaco vectorial ¥V é um subespaco
vectorial de V se e 80 se:

LW #0;

2. W é fechado para a adicao e a multiplicagao escalar definidas em V.
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Demonstracao. Se YV é um subespaco vectorial de V, entao, por definicao, é imediato

que as condicoes 1 e 2 se verificam.

Reciprocamente, suponhamos que W é um subconjunto de V satisfazendo as
condicoes 1 e 2. Antes de mais, por 2, W é fechado para a adicao e a multi-
plicacao escalar. E necessério agora assegurar a verificagdo dos axiomas de (V1)
a (V8) da definigdo de espago vectorial. Quanto aos axiomas (V1) e (V2) e os
de (V5) a (V8), é 6bvio que, sendo eles verdadeiros em V), também o sdo em
W. Resta entdo provar a veracidade dos axiomas (V3) e (V4) para WW. Para
isso, é suficiente mostrar que 0 € W e que se u € W também —u € W. Como
W # (), existe algum vector v de V em W. Mas entao, como W ¢é fechado para
a multiplicagao escalar, Ov € W e, atendendo a 4 das Propriedades enunciadas
na seccao anterior, o vector nulo 0 pertence a W. Seja agora u € W. Como
—u = (—1)u, atendendo as propriedades 2 e 4 da mesma secgao, e VW é fechado
para a multiplicacao escalar, conclui-se que —u € W.

Para concluir o teorema a seguir basta mostrar que a verificacao das condicoes 1 e 2

desse teorema é equivalente a ocorréncia das condigoes 1 e 2 do Teorema 1.

Teorema 2. Um subconjunto VW de um espaco vectorial ¥V é um subespaco
vectorial de V se e 80 se:

1. 0eW;

2. W ¢ fechado para a adigao e a multiplicagao escalar definidas em V.

8. Subespaco gerado por um conjunto. Conjuntos geradores

Sejam vy, v, ..., v, vectores de um espago V. Um vector v € V diz-se uma com-

binagao linear dos vectores vy, vy, ..., v, se existirem escalares aq, as, ..., o, tais que

V= QU1 + QoUg + ... + QU

Neste caso os escalares aq,as, ..., a, dizem-se coeficientes da combinacao linear.

Seja ¥V um espaco vectorial e S um subconjunto de V. Consideremos o subconjunto

L(S) de V constituido por todas as combinagoes lineares de elementos de S, i.e.,

L(S) ={a1s1 + agsy + ... + agSg : S1,82,..., 5k € 5, ai, Qg, ..., ay escalares, k € IN}.

Nao é dificil verificar que £(.S) é um subespago vectorial de V. Se S = (), convenciona-se

L(S) = {0}. O subespago L(S) diz-se o subespago vectorial de V gerado por S.

Na verdade, ele é o “menor” subespaco de V que contém S.
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Se S é finito, digamos, S = {s1, S, ...., Sp }, entdo é claro que
L(S) ={a1s1 + a8y + ... + aus, 1 a1, Q, ..., q, escalares}.

Dizemos que um subconjunto nao vazio S do espaco vectorial }V é um conjunto
gerador de V, ou que S gera V, ou que os vectores de S geram V), se qualquer vector
de V se pode escrever como combinagao linear de elementos de .S, ou seja, V = L(S5).
Exemplos.

1. Sy ={(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} é um conjunto gerador de IR* (justifique);

2. Sy = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1),(1,1,1)} é também um conjunto gerador de IR*
(justifique);

3. S3={(3,2,1), (0,3,2), (0,0,3)} é outro conjunto gerador de IR (verifique);

4. Sy ={(1,0,1), (3,0,2)} ndo é um conjunto gerador de IR® (porqué?).

Proposicao. Sejam vy, vy, ..., v, vectores de um espago vectorial.

1. Dados um escalar a # 0 ei € {1,...,n}, os vectores vy, vs, ..., U, geram

V se e 86 se vy, ..., av;, ..., v, gerarem V.

2. Dados um escalar « e i,j € {1,..,n}, com i # j, os vectores
V1, V2, ..., Up geram V se e SO se Vi, ..., Vj, ..., V; + avj, ..., U, gerarem

V.

Demonstracao. 1. Suponhamos que vy, vs, ..., v, geram V e seja v um qualquer vector

de V. Por hipdtese, existem escalares (31, (s, ..., B, tais que
u= [+ ...+ Giv; + ... + B, .
Como « # 0, existe o escalar % e temos
5
Q@

u= v+ ... + —(av;) + ... + Bpon,

ou seja, u escreve-se como combinagao linear de vy, ..., av;, ..., v,.

Reciprocamente, suponhamos agora que os vectores vy, ..., av;, ..., v, geram V.
Dado u € V, sejam 71, 7V, ..., ¥, tais que

U= Y101 + ... +’7i(OéUZ’> + oo+ YnUn
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Entao

u =1+ ... + (Q)v;+ ... + Yy
é uma combinacao linear dos vectores vy, ..., U;, ..., Up.

2. Fica como exercicio.

9. Dependéncia e independéncia linear

Seja V um espaco vectorial e sejam vy, v, ..., v, vectores de V. Dizemos que os vec-
tores vy, vs, ..., v, sdo linearmente independentes, ou que o conjunto {vy, v, ..., v, }
¢é linearmente independente, se a inica maneira de escrever o vector nulo como com-

binagao linear de vy, vy, ..., v, é com todos os escalares iguais a zero, isto €, se
a1 +agUs + ...+, =0 = g =ay=..=q, =0.

Se os vectores vy, Vg, ..., U, Na0 sao linearmente independentes, diz-se que sao linear-
mente dependentes ou que o conjunto {v;, vy, ...,v,} é linearmente dependente

Exemplos. Os conjuntos S, S3 e Sy dos Exemplos da Seccao 8 sao linearmente inde-
pendentes no espaco vectorial IR?; mas S, ndo é linearmente independente. (Justifique.)

Dependéncia e independéncia linear em espacgos IR" e C". Sejam vy, vy, ...,v; €
K™ (com K = 1R, C). Podemos considerar os v;’s como matrizes m x 1; temos entao:

aq

(8%

Qv + gy + . oy =0 S g vy vy | =0 (5)

7

Consequentemente, vy, vs, ..., vy sao linearmente independentes se e s6 se o sistema
homogéneo (5) é determinado, ou seja, se e 86 se car([vy vy ... v¢]) = t. Portanto, nestes
casos, para analisar a dependéncia ou independéncia linear dos vectores, podemos usar
a eliminacao de Gauss.

Observacao. Atendendo a definicao de dependéncia linear, é imediato que:

1. Dados os vectores vy, vy, ..., v, & sua dependéncia (ou independéncia) linear nao
depende da ordem pela qual sao considerados.

2. Um vector v é linearmente independente se e s6 se v # 0.
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Proposicao 1. Seja V um espaco vectorial e vy, vs, ..., v, vectores de V.
Entao vy, vq, ..., v, sao linearmente dependentes se e s6 se um dos vectores

se pode escrever como combinacao linear dos restantes.

Demonstracao. Admitamos que os vectores v, vs, ..., v, sao linearmente dependentes,

isto é, existem escalares aq, am, ..., a,, nao todos nulos tais que
a1V + oV + ... + o, v, = 0.

Sabemos que um dos escalares ¢é diferente de zero, seja ele «; (para algum i de 1
an). Entao obtém-se (justifique):
051 Qi1 Ot Qn

Vi=——""V1 — ... — Vi—1 — —Vjp1 — ... — —UVj—1Up .
o o o Q;

Reciprocamente, suponhamos que, para algum j € {1,2,...,n}, existem escalares

1y ooy QG_1, Qi ...y Oy taIS que
V; =011 + ...+ 0V + QUi F e+ QU
Entao
0= oavy + .+ Qy_1Vj-1 + (—1)Uj + Qj41V541 + .o+ oy, s

ou seja, o vector nulo escreve-se como combinacao linear de vy, vy, ..., v, com oS
escalares nao todos nulos (visto que o esclar que estd a multiplicar por v; é -1).
Logo os vectores sao linearmente dependentes.

Corolario 1. Se algum dos vectores vy, vo, ..., v, de um espago vectorial é

nulo, entao vy, vs, ..., v, sao linearmente dependentes.

Corolario 2. Se vy, vy, ..., v, a0 vectores de um espaco vectorial e para al-
guns 4,5 € {1,...,n}, com i # j, v; = v;, entdo vy, va, ..., v, sS40 linearmente
dependentes.
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A demonstragao da proposicao seguinte é um exercicio simples.

Proposigao 2. Sejam vy, vy, ..., v, vectores de um espaco vectorial.

1. Dados um escalar o # 0 e i € {1,...,n}, os vectores vy, v, ..., U, S0
linearmente independentes se e s6 se vy, ..., av;, ..., v, o forem.

2. Dados um escalar o e i,7 € {1,...,n}, com i # j, os vectores
U1, V2, ..., Up, 20 linearmente independentes se e s6 se vy, ..., v}, ..., v; +

avj, ..., v, o forem.

10. Bases e dimensao

Seja ¥V um espago vectorial diferente de {0}. Um conjunto B de vectores de V diz-

se uma base de V se for simultaneamente um conjunto gerador de ) e linearmente

independente.

Uma importante caracterizacao de base de um espaco vectorial é a seguinte:

Teorema 1. Seja V um espaco vectorial e B um subconjunto de V. Entao
B é uma base de V se e s6 se qualquer vector de V' se pode exprimir de
forma tnica como combinacao linear de vectores de B.

Demonstracao. Tendo em conta a definicao de base, é claro que basta mostrar que um

conjunto gerador B de V é linearmente independente se e s6 se nenhum vector
de V se pode escrever como combinagao linear de B de duas formas distintas.
Apesar de o teorema ser valido independentemente de B ser ou nao finito, e a
demonstragao ser essencialmente a mesma nos dois casos, vamos fazé-la para B
finito, com o intuito de simplificar a exposi¢do. Seja entdo B = {vy, va, ..., Uy}
um conjunto gerador de )V e suponhamos que é linearmente independente. Se

v = aqv1 + Qo + ... + apv, = G1v1 + Bovg + ... + Bpun,

entao
(oq — Br)vr + (g — Bo)vg + ... + (v, — B)v, = 0.
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Como B ¢ linearmente independente, conclui-se que tem de ser
a1 — =0, a0 — B =0; ...; a3, =0,

ou seja,

ap = P ag = By 5 = By

Suponhamos agora que todo o vector de V se escreve de forma tnica como com-
binagao linear de B. Entao, em particular, o vector nulo tem uma tnica maneira
de se exprimir como combinacao linear de B, ou seja, a;v1 + vy + ... + v, =0

implica a; = as = ... =, = 0, ou seja, B é linearmente independente.
Se V tem uma base finita, ou V = {0}, dizemos que V é um espago de dimensao
finita. Caso contrario, tem dimensao infinita.

O teorema a seguir (cuja demonstragao se omite) dé conta de uma propriedade muito
importante dos espacos vectoriais.

Teorema 2. Se um espaco vectorial V de dimensao finita tem uma base
com n vectores, entao qualquer base de V tem n vectores.

O préximo teorema assegura que é possivel encontrar uma base para qualquer espaco
vectorial de dimensao finita.

Teorema 3. Seja }V um espaco vectorial de dimensao n. Entao qualquer
conjunto com m < n vectores linearmente independente pode ser ampliado
de modo a obter-se uma base de V.

Atendendo aos dois teoremas anteriores, faz sentido considerar a seguinte definicao:

Se V é um espaco de dimensao finita, a dimensao de V ¢ o nimero de vectores que
cada base de V tem. Escrevemos dim V=n para significar que toda a base de V tem n
vectores.

Exemplos.

1. Os conjuntos S; e S3 dos Exemplos da Secgdo 8 sdo bases de IR®. (Porqué?)
Portanto dim IR*=3.
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2. Mais geralmente, para cada n € IN, o espaco vectorial real IR" tem dimensao n.
De facto, é facil concluir que

{(1,0,0,...,0,0), (0,1,0,...,0,0), (0,0,1,...,0,0), ..., (0,0,0,...,1,0), (0,0,0,...,0,1) }
6 uma base de R"”. E a chamada base canénica.

3. Para cada n € IN, o espago vectorial complexo C" tem dimensao n. O conjunto
{(1,0,0,...,0,0), (0,1,0,...,0,0), (0,0,1,...,0,0), ..., (0,0,0,...,1,0), (0,0,0,...,0,1) }
constitui a base candnica de C".

4. Para cada n € IN, o espaco vectorial real C" tem dimensao 2n. O conjunto
{(1,0,...,0,0), (¢,0,...,0,0), (0,1, ...,0,0), (0,4, ...,0,0), ..., (0,0,...,0,1), (0,0,...0,4) }

¢ uma base do espaco vectorial real C".

Usando os Teorema 2 e Teorema 3 anteriores, é facil chegar as seguintes propriedades
importantes dos espagos vectorias de dimensao finita:

Proposigao. Seja V um espaco vectorial de dimensao n. Entao:

1. O niimero maximo de vectores que um conjunto linearmente indepen-
dente em V pode ter é n.

2. Todo o conjunto linearmente independente em V com n vectores é
uma base de V.

3. Qualquer conjunto gerador de V tem pelo menos n vectores.

4. Todo o conjunto gerador de V com n vectores é uma base de V.

Enuncia-se a seguir uma consequéncia simples de 1 da proposicao anterior.

Propriedade. Se VW é um subespaco de V entao dimWV <dim) .
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11. Espacos associados a uma matriz

Espago nulo de uma matriz. Dada uma matriz A m x n de entradas em K (com
K = IR, C), consideremos o seguinte subconjunto de IK" ( onde identificamos M,, 1 (IK)
com K"):
{r e K": Az = 0}.

E facil verificar que, na verdade, ele é um subespaco vectorial de IK". A este subespaco
chamamos espago nulo de A e designamo-lo por N(A).

Espacgos das colunas e das linhas de uma matriz. Seja A uma matriz m x n de
entradas em K (com K = 1R, C).

O espago das colunas de A, que se designa por C'(A), é o subespaco de IK™ gerado
pelas colunas de A.

O espaco das colunas de A é dado por
C(A) ={Az : x € K"},
ou seja, C'(A) é o conjunto de todos os b € IK™ para os quais o sistema
Ax =1

é possivel (Justifique).
O espago das linhas de A, que se designa por L(A), é o subespago de M, (IK™)
gerado pelas linhas de A.

Observagao. Quando fazemos a eliminacao de Gauss de uma matriz, utilizamos dois
tipos de operacoes sobre as linhas:

- troca de linhas,

- adi¢ao a uma linha do produto de um escalar por outra linha.

Portanto, atendendo aos resultados enunciados nas Seccoes 8 e 9, podemos concluir que:

1. A dependéncia ou independéncia linear das linhas de uma matriz nao
se altera ao longo da eliminacao de Gauss da matriz. As k primeiras
linhas da matriz inicial sao linearmente independentes se e so se as
correspondentes linhas da matriz final o forem, respeitando as trocas
de linhas se as houver.

2. O espaco das linhas de uma matriz nao se altera ao longo da eli-
minacao de Gauss, isto é, todas as matrizes obtidas ao longo da eli-

minacao de Gaus de uma matriz tém o mesmo espago das linhas.
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Quanto ao espaco das colunas:

1. A dependéncia ou independéncia linear das colunas de uma matriz
nao se altera ao longo da eliminacao de Gauss da matriz.

Mas:

2. Em geral, as matrizes obtidas ao longo da eliminacao de Gauss de

uma matriz tém espacos das colunas diferentes.

Um facto que usaremos muitas vezes é o seguinte:

Se U é uma matriz em escada de linhas entao:

1. As suas linhas nao nulas sao linearmente independentes; portanto,

formam uma base para o espacgo das linhas.

2. As colunas que contém os pivos sao linearmente independentes. Estas
colunas formam uma base do espaco das colunas de U.

Como consequéncia temos que: car(U)=dimL(U)=dimC(U).
Tendo em conta que a dependéncia ou independéncia das linhas e das colunas nao
se altera ao longo da eliminagao de Gauss de uma matriz, concluimos que também para

qualquer matriz A se verificam as igualdades:

car(A)=dimL(A)=dimC(A)

Exercicio. Mostrar que se A é uma matriz m X n e B é uma matriz n X p, entao
car(AB) <carA.

Resolugao. Tem-se que C(AB) C C(A), porque se z € C(AB), z é da forma (AB)z;
mas entao, z = A(Bz), pelo que pertence a C(A). Como C(AB) é um subespago de
C(A), tem-se que dim(C(AB)) <dim(C(A)), ou seja, car(AB) <car(A).

Chama-se nulidade de uma matriz A, e designa-se por nul(A), a dimensao do
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espaco nulo da matriz A. Tem-se que:

nul(A) = numero de incognitas livres do sistema homogéneo Az = 0
= (n.2 de incégns. do sistema Az =b) — (n.2 de incégns. bésicas do sistema Az = b)

= mn—car(A), onde n é o nimero de colunas de A.

Verifica-se, entao, a igualdade:

nul(A) = n - car(A)

Grande parte dos espacos vectoriais com que vamos trabalhar na prética sao de
dimensao finita; sao espacgos IK", onde IK é IR ou C. Para o estudo da dependéncia ou
independéncia linear bem como de outras questoes referentes a estes espacos, podemos
utilizar o ja aprendido sobre matrizes.

De acordo com o que for conveniente, o espaco IK" pode ser identificado com o espago
das matrizes coluna n x 1 com elementos em IK ou com o espago das matrizes linha 1 xn
com elementos em K. As propriedades dos espacgos das linhas e das colunas de uma
matriz podem ser tuteis no estudo de espacos K".

Exemplo. Consideremos a matriz real

1 -1 0
A=12 2 2
1 2
Fagamos a eliminacao de Gauss de A:
1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0
2 22— |0 42|—|0 4 2|=U
3 1 2 0 4 2 0

Podemos entao afirmar que o espaco das linhas de A tem como base
{t —10] 042}

ou ainda, atendendo a que nao trocamos linhas ao longo da eliminacao,
{1 =10, [222]}.

Uma base para o espaco das colunas de A é
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isto é, é constituida pelas colunas da matriz A que correspondem as colunas da matriz

1 -1
U que tém os pivos. Mas, atencao, 01, 4 nao ¢ uma base para o espago
0 0
das colunas de A, embora o seja do espaco das colunas de U. Com efeito, é claro que nao
1
é possivel escrever a primeira coluna de A, | 2 |, como combinacao linear dos vectores
3
1 -1
0 e 4
0 0

A eliminacao de Gauss feita acima pode dar resposta a varias outras questoes. Por

exemplo, consideremos as matrizes

—1 0
B=|2 2 e b=1|2
3 1 2

Suponhamos que queremos saber se b pertence ou nao ao espago das colunas de B.
Como ja vimos,

b e C(B) <= Bz =b é um sistema possivel.
Ora A nao é mais do que a matriz ampliada do sistema Bx = b. Entao, olhando para

o resultado da eliminacdo de Gauss de A, vemos que car(B)=car([B|b]) e, portanto, o

sistema é possivel, pelo que b € C(B).

0
Podiamos agora estar interessados em escrever b = | 2 | como combinacao linear
2
1 -1
das colunas | 2 | e 2 |. Notemos que, pelo que foi visto, estas duas matrizes coluna
3 1

constituem uma base de C'(B) e, portanto, a combinacao linear procurada é tnica. Na
verdade, ela é determinada pela solugao do sistema Bx = b (que, claro estd, é possivel
T

determinado). Resolvendo o sistema obtém-se, para z = )
%)

Br=b<= a1 =19=1/2.

Portanto,
0 1 —1
2| = 1 2| + E 2
2 2
2 3 1
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12. Aplicacoes lineares

Sejam V e W dois espacos vectoriais sobre IR ou C. Uma aplicacao f : V — W

diz-se uma aplicagao linear ou uma transformacao linear se preservar a adicao e a

multiplicacao escalar, isto é,

(i) f(u+wv)= f(u)+ f(v) para todo u,v € V;

(ii) f(aw) = af(v) para todo o escalar a e todo o v € V.

Exemplos.

1. g: R® — IR definida por g(z1, zo, x3) = 21 + o + 3 é linear. (Verifique.)

2. f:C* — € definida por f(z1,22) = (iz1,0, 2) é linear. (Verifique.)

3. Se A é uma matriz m xn sobre IR (ou C), a aplica¢do a : M,,x1(R) — M,,,x1(IR)
(ou @ : Mpx1(C) — Mx1(C) ) definida por a(x) = Az é uma transformacao
linear. (Verifique.)

4. A aplicacdo h : IR> — IR? definida por h(x1,75) = (22, 75) ndo é linear. Basta
notar que, por exemplo,

h(2,0) + h(1,0) = (2%,0) + (1,0) = (5,0) # (9,0) = A(3,0) = h((2,0) + (1,0)).
5. A aplicacdo j : IR® — IR? definida por j(z1, s, 23) = (21,79 + 23 + 1) ndo é

linear. (Porqué?)

Uma propriedade importante que ilustra bem a forca da nocao de base de um espago

vectorial é a seguinte:

Teorema. Dados espagos vectoriais V e W, uma base {vy, v, ...,v,} de
V e n vectores wy, ws, ....,w, de VW, existe uma e uma sé aplicacao linear
f:V—=Wtal que f(v;) =wj, j =1,2,...,n.
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Portanto, toda a aplicagao linear f : V — W fica definida pelas imagens por f
dos vectores de uma base de V. Na verdade, seja f dada pelos seus valores numa
base de V, como em cima; dado v € V, existem escalares tinicos aq, as, ...., a,, tais que

v = aqv1 + apls + ... + a,v,. Entao, atendendo a que f é linear, vem:

Fv) = flono + agvy + ... + avy)
= flaqvy) + fagva) + ... + f(anvn)
=aif(v) + o f(va) + ... + an f(vy)
= w1 + AWy + ... + AWy,

13. Matriz de uma aplicacao linear

Uma importante consequéncia do teorema da seccao anterior é a seguinte:

Toda a transformacao linear entre espagos vectoriais finitos pode ser repre-

sentada por uma matriz.

Vamos ver como se faz essa representagao.

Sejam V e W dois espacos vectoriais reais ou complexos, B = (vy,vs,...,0,) €
C = (wi,ws,...,w,) bases ordenadas de, respectivamente, ¥V e W, e f : V — W
uma aplicacdo linear. A matriz da aplicagao linear f relativamente as bases B

e C é a matriz

11 19 . p

921 Qg2 ... Qgp
M(f;B,C) =

Am1 Om2 ... Opp

onde a primeira coluna é constituida pelas coordenadas de f(v1) relativamente a base
C, a segunda coluna tem as coordenadas de f(vq) relativamente a C, e assim sucessiva-

mente, mais precisamente:
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f(’Ul) = ojjwy + o1 W2 + ...+ A1 Wi,

f(’UQ) = QoW1 + QWo + ... + QoW

f(vn) = appwy + agpws + ... + QW

Sejam f :V — W e B e C nas condicoes descritas acima. Se (31, (s, ..., (3, sao as
coordenadas de um vector v € V relativamente a base B, entao as coordenadas 7, o,
.y Ym de f(v) relativamente a base C' sao dadas pela igualdade:

11 Q12 ... Oqp 51 T
21 [65%) e oy ﬂ2 . 2
Om1 Om2 ... Omn /6” Tm

Com efeito, seja v = Bivy + (avg + ... + B, v,; entao:

fw) = f(Bror + Bova + ... + Bpvn)
= 51f(111) + Baf(v2) + At B f(vn)

- ﬁl Zallwl +52 ZOQQwZ + . +ﬁn Zaznwz
i=1 m (6)

=24 aiju

J=1 =

i Xn: B w

1= j:

—

Ms

n n n n

A igualdade f(v (Z a;;3;)w; mostra que (Z a5, Zagjﬂj, ey Zam]ﬂj))
i=1 j=1 j=1 j=1

sao as coordenadas de f(v) relativamente a base ordenada (wy,ws, ..., w,,). Como, por

outro lado,

i o0
b s

Bo Zo‘ljﬁj
M(f;B,C)| | =]~

On

n
> b
=1

fica provada a igualdade (6).
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14. Ntcleo e imagem

Seja f :V — W uma aplicacao linear.
O nucleo de f ¢é definido por:

N(f)={veV: f(v)=0}.
A imagem de f é dada por:

Im(f) = {/(v) : v € V}.

N(f) é um subespago vectorial de V e Im(f) é um subespago vectorial de W (Veri-
fique).

Exemplos.
1. Seja f : IR® — IR? a aplicacdo linear definida por f(z,y,2) = (z — 2y, 2). Entdo

(:C,y,z) EN(f) <:>f(xayaz):(0?070)
& (x—2y,2) =(0,0,0)
Sr—-2y=0Nz=0
Sr=2yNz=0

Portanto, N(f) = {(2y,y,0) : y € R}.
2. Seja A uma matriz m x n com elementos em IR e consideremos a aplicagao linear

f: R" — R"
v o= Av

Entio N(f) = N(A) e Im(f) = C(A).

Proposicao. Uma aplicagao linear f : V — W € injectiva se e s6 se

N(f) ={0}.

Demonstracao. Se f é injectiva, tem-se
zeN(f) = flz) =0 f(z)=f(0) = z=0,

pelo que N(f) = {0}. Reciprocamente, se N(f) = {0}, entao, para quaisquer
vectores x e y de V,

fla)=fy) & fle)=fly) =0 flr—y) =0 2-—y=00=y,

pelo que f ¢é injectiva.
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15. Espacos isomorfos

A demonstragao da proposicao seguinte é um exercicio facil.

Proposicao 1. Se f : V — W ¢ uma aplicacao linear bijectiva, entao
f~1:W — V também é linear.

Uma aplicagao linear bijectiva diz-se um isomorfismo entre espacos vectoriais. Dois

espagos vectoriais dizem-se isomorfos se existir entre eles algum isomorfismo.

Proposicao 2. Dois espacos vectoriais de dimensao finita sobre o mesmo
K sao isomorfos se e sé se tiverem a mesma dimensao.

Demonstracao. Para mostrar que se dim()V) =dim(W) = n entao V é isomorfo a W,
basta considerar uma base {vq,vs, ..., v, } de V e uma base {w;, ws, ..., w,} de W e
verificar que a aplica¢ao linear determinada pelas igualdades f(v;) = wy, f(vg) =
wa, ..., f(v,) = w, é um isomorfismo. Reciprocamente, dado um isomorfismo
g:V — W e uma base {vy,vs,...,v,} de V, pode provar-se (fica como exercicio)
que {f(v1), f(v2),..., f(v,)} é uma base de W, pelo que dim(W) =dim(V) = n.

16. Matriz de mudanca de base

Sejam B = (uy, us, ..., u,) € B' = (v1,v9,...,v,) duas bases ordenadas de um espago
vectorial V. Suponhamos que, para cada j € {1,2,...,n},

n
Uj = Z CLZ‘]‘UZ‘ .
i=1

Entao, a matriz n X n
M(B, B') = (ai;)

diz-se a matriz de mudanga da base B para a base B’. De notar que
M(B,B') = M(idy, B', B).

Usando entao o que vimos na Secgao 13, podemos concluir o seguinte:
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&3]
Q2
Seja X = a matriz coluna das coordenadas de um vector v € V relativamente
Qp
b
. Pa . .
a base B e seja Y = constituida pelas coordenadas de v relativamente a base
Bn

B’. Entao

M(B,B)Y =X .

Uma matriz de mudanga de base é sempre invertivel e tem-se

(M(B,B'))™" = M(B',B).

Portanto,

Y =M(B,B)X.
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17. Formas determinantes

Seja M,,«n(IK) 0 espago das matrizes de ordem n de entradas em K. Dada uma
matriz qualquer A = (a;;) em M, (IK), escrevemos

A=1[A As ... A,
onde Aq, A,, ..., A, representam as colunas de A.

Uma aplicagdo D : M, (IK) — K diz-se uma forma determinante se, para
quaisquer 7,5 € {1,...,n}, satisfaz os seguintes axiomas:

(D2) D([Ay ...ad; ... Ay]) = aD([Ay ... A; ... A,]) (para qualquer escalar «);

(D4) D(I,) = 1.

As condicoes (D1) e (D2) significam que D é uma aplicagao linear na coluna ¢
(¢ =1,...,n) quando as outras colunas se mantém fixas, i.e., D é n-linear.

Observagao. Verifica-se facilmente que se em cima substituirmos a condi¢ao (D3) por
(D3')  D(A) =0 sempre que A tem duas colunas iguais,

obtemos uma definicao equivalente de forma determinante. Ou seja, uma aplicacao
D : M, (IKK) — K é uma forma determinante se e s6 se satisfizer (D1), (D2), (D3') e
(D4).
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Teorema. Para cada n € IN, existe uma e uma s6 forma determinante
D : M,,(IK) — K. Esta forma determinante é definida, para cada
A = (a;j), por

D(A) = Z (_1)S(U)ald(l)a’2a(2) s Qno(n)
O'GSn
onde S, é o conjunto de todas as aplicagoes bijectivas do conjunto
{1,2,...,n} em si préprio e s(c) = n.2 de pares (i,7) taisque 1 <i < j<n
eo(i) >a(j).

Este teorema é essencial para o que se vai seguir neste capitulo. Omite-se a demonstra-
¢ao, mas sugere-se como exercicio a prova para o caso n = 2 (ou n = 3) mediante o

seguinte procedimento:

Para provar a unicidade da forma determinante, caso exista, comecga-se por ter em

conta que

ain ai2 |
= | aj1e1 + az162  ai2€1 1+ Gg9€s
a21 Qa22

onde e; e ey sao as colunas da matriz identidade, e desenvolve-se
D ([ aij1€1 + a1y ai2€1 + €3 D

partindo do principio de que os axiomas (D1), (D2), (D3') e (D4) sao vélidos. Obter-se-
a deste modo que, caso exista, a forma determinante tem de ser definida pela igualdade

D ( -t ]) = a11G22 — A12G21 - (7)

G21 Qg2
Repare-se que aj1a9s — @200, = (—1)8(")a1g(1)a20(2) + (—l)s(gl)ala/(l)agglm), onde o e o’

sao as duas aplicagoes bijectivas possiveis no conjunto {1,2}, ou seja, o = idq 9y € o’
troca 1 com 2.

Para concluir sobre a existéncia de uma forma determinante para n = 2, basta
verificar que a igualdade (7) satisfaz efectivamente os 4 axiomas.

Isto dard uma ideia da demonstracao no caso geral.

18. Determinante de uma matriz

Para cada matriz quadrada A, chamamos a D(A) o determinante de A e designamo-
lo por det A ou |A].

Determinantes de ordem 2. Aplicando o teorema anterior ao caso n = 2, temos

que
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det a11 Q12 _
Q21 Q22

Determinantes de ordem 3. Aplicando o teorema anterior ao caso n = 3, obtemos

apnn a2 |
= a11G22 — A12G21 -

a21 A2

uma soma de 3! parcelas. Uma regra que facilita a determinacao dessas 6 parcelas é a
chamada Regra de Sarrus que se descreve a seguir:
Regra de Sarrus(sé para determinantes de ordem 3). Consideremos uma matriz
de ordem 3:
ail a2 Q13
A= | an axp ax;
asz1 @32 Aa33
Para calcular o determinante desta matriz:
12) Marcamos a diagonal principal e os dois triangulos que tém um dos lados paralelos

a essa diagonal, como ilustrado na figura

a1 13

asi 32 ass
O produto dos elementos da diagonal e os dois produtos cujos factores sao os trés
vértices de cada um dos triangulos formam as trés parcelas afectadas pelo sinal +:

11022033 + (12023031 + 13021032 (8)

22) Procedendo de forma analoga relativamente a diagonal secundaria

a 2 13
a 23
asi a32 33

obtemos as parcelas afectadas pelo sinal —:
(13022031 + Q12021033 + Q11023032 (9)
Somando (8) com o simétrico de (9), obtemos o determinante da matriz A, ou seja,
det(A) = (ar1a22a33 + a12a23a31 + a13a91a32) — (A13022a31 + Q12021033 + Q11023037 ) -

Formula de Laplace. Uma manipulacao adequada do exposto no Teorema da Seccao
17 permite chegar a Formula de Laplace, que aqui se descreve para dois casos:
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1. Férmula de Laplace segundo a linha i:
det(A) = Z &ij(—l)iJrj det Aij
j=1

onde A;; é a matriz (n — 1) x (n — 1) que se obtém de A suprimindo a linha i e a
coluna j. Chama-se a A;; o menor-ij da matriz A e chama-se a (—1)"*7 det A;; o

cofactor-ij, ou complemento algébrico ij, de A.

2. Férmula de Laplace segundo a coluna j:

det(A) = Z Qg5 (—1)i+j det Aij
i=1

Exemplo. Seja

2 0 -2
A= 4 0 4
-1 2 3

Desenvolvendo segundo a 2.2 coluna, obtemos:

2 0 —2
detA=| 4 0 4|=0(=1)"2
-1 2 3

4 4
-1 3

2 =2

0-(—1 242

+2_ -1 342
S

2—2‘

=0+0—2x (8—(—8)) =—32.

Uma forma mais rdpida de determinar o valor dos (—1)*"7 que figuram na Férmula
de Laplace é ter em conta que o sinal de (—1)"™/ é o sinal que se obtém na posigao ij
da matriz preenchendo cada posicao com os sinais + e —, alternando-os quer nas linhas
quer nas colunas, e comecando com o sinal + na posicao 1,1. Assim as posi¢oes na

matriz 3 X 3 correspondem os seguintes sinais:

A seguir listamos algumas propriedades importantes dos determinantes; de notar
que algumas delas nao sao mais do que a repeticao dos axiomas da definicao de forma
determinante apresentada no inicio deste capitulo.
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Propriedades. Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n.

1. det(A") = det A.

2. Se A é uma matriz com uma coluna ou uma linha nula, entao det(A) =

0.

3. Seja A = [A;...A; + Bj ... A,] uma representagao de A indicando as
suas colunas. Entao det(A) = det([A; ... 4; ... A,))+([A:1 ... B; ... A,]).
A mesma propriedade se aplica as linhas.

4. Seja A = [A;...aA;... A,] uma representacdo de A indicando as
suas colunas. Entao det(A) = adet([A; ... 4;... A,]). A mesma pro-
priedade se aplica as linhas.

5. Se B é uma matriz obtida de A por meio da troca de duas colunas
(respectivamente, duas linhas) entre si, entao det(B) = —det(A).

6. det(AB) = det Adet B.

7. O determinante de uma matriz triangular (superior ou inferior) é igual

ao produto dos elementos da diagonal principal.

8. O det A nao se altera quando se adiciona a uma coluna (respectiva-
mente, uma linha) de A uma combinagao linear das outras colunas

(respectivamente, linhas).

9. As colunas (respectivamente, linhas) de uma matriz quadrada A sao

linearmente dependentes se e s6 se det A = 0. Portanto:

A é invertivel < A é nao singular < det A # 0.

Calculo de um determinante usando Eliminacao de Gauss. As propriedades 5.,
7. e 8. acabadas de enunciar permitem calcular o determinante de uma matriz usando

a eliminagao de Gauss. Por exemplo:

01 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
22 2|=—1012|=—]0 1 2 |==]012]|=-2x1x4=-8
4 1 2 4 1 2 0 -3 =2 0 0 4

Observacao. Foram descritas varias técnicas de calculo de determinantes. Na pratica
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(se nada for dito em contrario) usa-se muitas vezes uma mistura dessas técnicas, de

acordo com o que for conveniente.

19. Aplicagcao dos determinantes a resolucao de sistemas e ao
calculo da inversa de uma matriz

Calculo da inversa. Dada uma matriz A = (a;;) n X n, chama-se matriz adjunta

de A, e denota-se por adj A, & matriz n X n
adj A = ((=1)"/ det Ay;) ,

onde A;; se define como atras, na descricao da Férmula de Laplace feita na Secgao 18.
Ou seja, as entradas de adj A sao os complementos algébricos de A. Se A for invertivel,
det A # 0 e a inversa de A é dada por

~1_ (ad] A)t

det A

Regra de Cramer. Seja A uma matriz nao singular. Entao a solugao tinica do sistema
de equagoes lineares Az = b, com x = [x; x5 ... z,]", é dada por

= deth
T det A

onde C; é a matriz que se obtém de A substituindo a coluna j de A pela matriz coluna
b.
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20. Valores proprios e vectores proprios

Seja A € M5, (IK) (com K igual a IR ou C). Um escalar A diz-se um valor préprio
de A se existir um vector nao nulo v € IK" tal que Av = Av. Neste caso dizemos que v
é um vector préprio de A.

11 1
Exemplo.
0 2 1

1 11
=2 [ ) ] ; logo 2 é um valor préprio da matriz [ 0 9 ] e

L, .
€ um seu vector proprio.

Observacao. Um vector proprio é, por definicao, nao nulo.

Seja A um valor préprio de A. O subespago de K",
EN)={veK"|Av = \v}

diz-se espago préprio de A associado a A. (Mostre que E(\) é efectivamente um

subespago vectorial de IK".)

11
0 2
é um valor préoprio de A. Vamos determinar o espaco proprio associado a 2:

Av=2v<= (A-2[)v =0 <= -1 eI 0 — —r1+ 122 =10
0 0] 0 0=0

Exemplo. Consideremos a matriz do exemplo anterior, A = . Como vimos, 2

Ty =T
Y
$1E]I<

Entao

€(2) ={(zr,21) [21 € K} = LE{(1, 1)}).

Calculo dos valores préprios de uma matriz. Dada uma matriz A n X n, pre-
tendemos encontrar os valores préprios de A, isto é, os escalares \ para os quais existe
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algum v # 0 tal que Av = v. Ora Av =X v < (A= A)v=0. E
(A—XHv=0

é afinal um sistema quadrado homogéneo cuja matriz dos coeficientes é A — A\I. Existird
uma solugao v # 0 do sistema se e s6 se car(A — AI) < n, se e s6 se a matriz A — \[ é
singular, se e sé se
|A—X|=0. (10)
Portanto, determinar os valores préprios de A é determinar os valores de A que satisfazem
a equagcao (10).
A expressao |A — AI| chamamos polinémio caracteristico de A e & equacdo (10)

chamamos equagao caracteristica de A.

Pode provar-se a seguinte propriedade sobre vectores proprios:

Teorema 1. Seja A uma matriz quadrada. Se wuq, ug, ..., ux sdo vec-
tores préprios de A associados a valores préprios todos distintos, entao sao

linearmente independentes.

Corolario. Uma matriz n X n nao tem mais do que n valores proprios.

A reciproca do teorema anterior é falsa como podemos concluir pelo exemplo seguinte:

010
Consideremos a matriz real A= [ 0 1 0 |. Tem-se que A| 1 | = | 1 |, pelo
0 01

que 1 é valor préprio de A.
Calculemos &(1):

10
Ar=2x<+= (A-DNrx=0<= 1| 0 0 0 x:0<:>{
0 00

Entao
& = {(wg, 22, 23) | 29, x5 € R} .

Portanto, os vectores (1,1,0) e (0,0,1) pertencem a £(1), estando entao ambos associados

ao mesmo valor préprio 1, e sao linearmente independentes.

Duas matrizes A e B dizem-se semelhantes se existir uma matriz invertivel S tal
que A= SBS L.
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Uma matriz A diz-se diagonizavel se for semelhante a uma matriz diagonal, ou
seja, se existir uma matriz diagonal D e uma matriz invertivel S tais que A = SDS™!.
Nesse caso S diz-se uma matriz diagonalizante de A.

Teorema 2. Uma matriz A n x n é diagonalizavel se e s6 se A tem n

vectores proprios linearmente independentes.

Demonstracao. Com efeito, A = SDS™! se e sé se AS = SD com S invertivel. Sejam
S = [Ul Vg ... Un] e D = diag()\l, /\2, >\n>

Temos entao

AS =SD < Alvy vy ... vy =[v1 vy ... v,] diag(Ag, Ao, ... Ap)
<~ AUL‘ = )\ﬂ)i7 1= 1,2, R 1

Por conseguinte:

Dizer que vy, vg, ..., v, sao n vectores proprios de A linearmente inde-
pendentes, associados aos valores proprios, respectivamente, \i, Ao, ... Ay,
significa exactamente que A = SDS™! com S = [v; vy .. wv,] e
D = diag()\l, )\2, )\n)

Diagonalizagcao de uma matriz. Pelo que ficou dito, podemos concluir que, dada

uma matriz n X n, trés situagoes podem acontecer:

1. Existem n valores préprios distintos e, portanto, existem n vectores proéprios li-

nearmente independentes, pelo que a matriz é diagonalizavel.

2. Existem m valores préprios distintos com m < n, mas existem n vectores préprios

linearmente independentes e, portanto, a matriz é diagonalizavel.

3. Existem m valores préprios distintos, m < n, e nao existe um conjunto com n
vectores proprios que seja linearmente independente e, portanto, a matriz nao é

diagonalizavel.
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Seja A uma matriz n X n cujo polindmio caracteristico P(\) tem n raizes, eventual-
mente com algumas repetidas. Isto é, tal que

PA) =k =X)™ A= X)™ (A= X)™ com mi+mo+..+mp=n. (11)

Eo que acontece sempre, se calcularmos as raizes em C, visto que todo o polinémio em
C pode ser decomposto na forma (11). Chama-se multiplicidade algébrica de um
valor proprio \; a sua multiplicidade como raiz do polinémio caracteristico. Assim na
equagao (11), A; tem multiplicidade algébrica my, Ay tem multiplicidade algébrica ma,
etc. Chama-se multiplicidade geométrica do valor proprio A; a dimensao do espaco
préprio associado a A;.

Designemos por m.a.()\;) a multiplicidade algébrica de \; e por m.g.(\;) a multiplici-
dade geométrica de \;. Se o polinémio caracteristico de A admite uma decomposicao da
forma (11), teremos uma das seguintes trés situagoes, correspondentes as trés situagoes
descritas atras:

1. A matriz tem n valores préprios Neste caso é imediato que m.g.(\;) = m.a.(\;)=1
para todo o valor préprio A; de A. A matriz é diagonalizavel.

2. Para cada valor préprio \; de A, m.g.(\;) = m.a.(\;) = m;. A matriz é diago-
nalizavel.

3. Algum dos valores proprios tem multiplicidade geométrica inferior a multiplicidade
algébrica, i.e., para algum \;, m.g.(\;) < m.a.()\;). Neste caso, a matriz nao é
diagonalizavel.

Terminamos este capitulo com um interesante teorema sobre a equagao caracteristica
de uma matriz:

Teorema de Caley-Hamilton. Toda a matriz A n x n satifaz a sua
equacao caracteristica. Isto é, se P(\) = a, + ai A + ag)\* + ... + a,\" é o
polinémio caracteristico de A, entao

Qo + a1 A+ asA?> + ...+ a, A" =0.
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21. Produto interno

Seja ¥V um espago vectorial real. Um produto interno em ) é uma operacao que
a cada par de vectores u, v de V associa um escalar (u,v), satisfazendo os axiomas
seguintes:

(11) Simetria: (u,v) = (v,u);
(I2) Linearidade: {oquy + agug, v) = ag{ug, v) + ag(ug, v);
(I13) Positividade: (u,u) > 0; (u,u) =0 se e sé se u = 0.

Os espacos vectoriais reais com produto interno chamam-se espagos euclidianos.

Num espaco com produto interno:

e A norma de um vector u de V denota-se por ||ul e é o nimero real ndo negativo
[l = v/ {u, u).
(v, u)

e A projeccao ortogonal de v sobre u ¢é o vector proj,v = T u
u
|
|
v |
|
o
| >
proj,v
e O angulo entre dois vectores u e v ndao nulos é (u;v) = arccos||<1|L|’|z|]>||.2
ul| v

e u ¢ ortogonal a v, e escreve-se u L v se e 80 se (u,v) = 0.

2Esta definicdo tem sentido, porque num espaco com produto interno, para quaisquer vectores u e v
[{u, v)|

nao nulos verifica-se sempre que
[[ul o]

< 1, como decorre da Desigualdade de Schwarz apresentada

mais a frente.
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Exemplos.

1. A semelhanca do que se passa em IR? e IR?, em qualquer espaco R" (n > 1)
a operacao que a cada dois vectores u = (ay,as,...,a,) € v = (by, b, ..., b,) faz
corresponder o real

(u,v) = a1by + agby + ... + apby,.

satisfaz (11), (12) e (I3), sendo pois os IR™ espagos com produto interno. E este o
produto interno que se considerara sempre nestes espagos, a menos que seja dito

algo em contrario.

A norma de um vector u é entao dada por

lul| = \Ja? + ad + ... + a2.

2. Consideremos o espago vectorial real das fungdes reais continuas no intervalo [a, b]

com a adi¢do e a multiplicagao escalar usuais. Pondo, para cada f e g em C|a,b),
b
(og) = [ F@)g(a)d.
obtemos um produto interno em C'a, b|. E sempre este o produto interno que

consideraremos nos espacos deste tipo, salvo alguma indicagao em contrario.

3. Todo o subespaco vectorial YW de um espaco euclidiano V é ele proprio um espaco
euclidiano, visto que a restricao do produto interno aos vectores de W é um
produto interno em W.

Enuncia-se a seguir, sem demonstracao, um teorema de consequéncias algébricas,

geométricas e analiticas muito importantes.

Desigualdade de Schwarz. Se V é um espaco vectorial com produto
interno entao a desigualdade de Schwarz

[{w, 0)[ < [l [Jv]] (12)

verifica-se para quaisquer vectores u e v de V. A igualdade acontece se e

SO se os vectores u e v sao linearmente dependentes.

Observagao. De seguida vamos referir algumas das consequéncias da desigualdade de
Schwarz.
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1. Atendendo a definicao de produto interno usual num espaco IR", a desigualdade
de Schwarz afirma que quaisquer 2n numeros reais Ty, To, .....Tn, Y1, Y2, ----»Yn

verificam a desigualdade

(S ww (a3 h)

=1

2. No espago C|[a, b] das fungdes continuas no intervalo [a, b] a desigualdade de Schwarz

assegura que

/abf(:c)g(:c)d:c 2 < /ab(f(ﬂf))de/ab(g(x))de,

3. Num espago com produto interno define-se distincia d(u,v) entre dois vectores u

d(u,v) = ||lu—v| = /{u—v,u—0).

A distancia d verifica as trés propriedades seguintes, sendo a terceira uma con-

e v por

sequéncia da Desigualdade de Schwarz:

(1) d(u,v) = d(v,u);
(1) d(u,v) > 0;d(u,v) = 0 se e 86 se u = v;
(i) d(u,v) < d(u,w) + d(w,v).

22. Ortogonalidade

Entre as bases do espaco vectorial IR?, a chamada base canénica revela-se, em muitas
situagoes, “melhor” do que as outras. Note-se que se designarmos por ej, e; € e3 0s
vectores desta base, eles verificam as seguintes propriedades:

(1) (ei,ej) =0 para i # j

(2) llesll =1, =1,2,3.

A propriedade (1) traduz o facto de os trés vectores serem perpendiculares dois a
dois e (2) explicita que cada um deles tem norma igual a 1. Exprimimos estas duas
propriedades dizendo que {ej, e, e3} constitui uma base ortonormada. Claro que nao
é a tnica em IR®, é possivel encontrar muitas outras. Como é sabido, no estudo dos
espacos vectoriais é fundamental a nocao de base. Quando interpretamos geometrica-
mente uma base de IR? ou de IR?, pensamos num sistema de eixos de coordenadas. E
geralmente trata-se de um sistema de eixos perpendiculares entre si, mais do que isso,
um sistema ortonormado. Isto é, quando escolhemos uma base, temos tendéncia a escol-
her uma base ortonormada. Realmente, esta possibilita-nos fazer facilmente uma leitura
algébrica de construcoes geométricas. Vamos ver que o conceito de ortogonalidade entre
vectores estd presente e tem um papel fundamental em qualquer espaco com produto

interno. Tal como em IR, de um modo geral, num espaco com produto interno, as bases
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ortonormadas tém propriedades especiais que se podem revelar muito 1teis nos calculos
algébricos e na sua interpretagao geométrica.

Recorde-se que dois vectores u e v se dizem ortogonais se (u,v) = 0.
Observe-se que a relacao de ortogonalidade entre dois vectores é simétrica — isto é,
(u,v) =0 se e s6se (v,u) =0.

O célebre Teorema de Pitagoras afirma que “A soma dos quadrados dos catetos de
um triangulo rectangulo ¢ igual ao quadrado da hipotenusa”. Supondo que os vectores

u e v formam os catetos dum triangulo rectangulo, como ilustrado na figura

U+ v

temos entao que
lull® + ol = flu + ]

Fica como exercicio provar que, esta propriedade se verifica em qualquer espaco

euclidiano, de acordo com o enunciado a seguir.

Teorema de Pitagoras. Num espaco euclidiano, dois vectores u e v sao

ortogonais se e so se satisfazem a igualdade

[l + 1ol* = flu + o]

Num espago com produto interno:

1. Um conjunto de vectores diz-se ortogonal se os vectores forem ortogonais dois a
dois.

2. Um conjunto ortonormado é um conjunto ortogonal cujos vectores sao todos

unitarios, i.e., de norma igual a 1.

Sejam u e v dois quaisquer vectores nao nulos e perpendiculares em IR%. E imediata
a verificacdo geométrica de que eles sao linearmente independentes — nao é possivel
exprimir nenhum deles como combinacao linear do outro. Facilmente nos apercebemos
de que o mesmo é valido em IR? para dois ou trés vectores nao nulos perpendiculares
dois a dois. O teorema seguinte assenta que esta é uma propriedade geral de todos os
espagos com produto interno de dimensao finita.
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Teorema 1. Num espaco com produto interno todo o conjunto ortogonal

de vectores nao nulos ¢é linearmente independente.

Demonstracao. Seja vy, vy, ..., v, vectores nao nulos de um conjunto ortogonal; entao
(vi,vj) =0sei # je (v;,v;) # 0 parai,j=1,2,..n. Sejam ay, a, ..., o, escalares
tais que

n
>_aju; =0.
=

Pretendemos mostrar que os «;’s sao todos nulos. Ora, para cada i, temos
n n
0= <Z Uy, v5) = Z (v, vi) = iV, vg);
j=1 j=1

como (v;, v;) # 0, conclui-se que «; = 0.

Como consequéncia do teorema anterior, num espaco com produto interno de di-
mensao n todo o conjunto ortogonal de n vectores nao nulos é uma base do espago; em
particular, todo o conjunto ortonormado de n vectores é uma base.

Poe-se agora a questao: Dado um espaco com produto interno, é sempre possivel
determinar uma base ortonormada para esse espaco? Notemos antes de mais que a
questao essencial é saber se é possivel encontrar uma base ortogonal porque a partir dela
é facil obter uma ortonormada — basta dividir cada um dos vectores da base ortogonal
pela sua norma.

A figura a seguir é uma abordagem geométrica para o caso em que, a partir de uma
base {u,us}, se pretende encontrar uma base ortogonal da forma {vy, v} com v = u4

€ Vg = Uy — V1.

—Proj,, s U1

Na verdade, como ilustrado na figura, av; = proj,, us.
Um céalculo simples levar-nos-ia a mesma conclusao:

(ug — avy,v1) = 0 <= (ug,v1) — afvy,v) =0 <= a = {ugyv1)

[EAR
Mais geralmente, alguns calculos levam sem dificuldade a verificagao de que a técnica
descrita a seguir - o chamado método de ortogonalizacao de Gram-Schmidt - nos fornece

sempre a uma base ortogonal:
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Método de ortogonalizacao de Gram-Schmidt. Seja V um espaco
com produto interno e {uy, us, ..., u, } uma base de V. Defina-se

V1 = Uy
j—1
Ui, U; .
Uj = uj — Z <||]7 Z>Ui7 J=2,.n
=1 t

Entao, para cada j, os vectores vy, vy, ..., v; sao ortogonais dois a dois.

23. Projeccoes ortogonais sobre subespacos

Consideremos IR* como o espaco de todos os vectores do espaco ordindrio com origem
num ponto O fixado previamente. O plano WV contendo esse ponto pode ser identificado
com o subespaco de todos os vectores contidos no plano. O conjunto de todos os vectores
ortogonais a WV é constituido por todos aqueles que ficam sobre a recta perpendicular ao
plano no ponto O. A esta recta chamamos complemento ortogonal de W. O espaco R?
aparece assim “partido” em dois subespacos ortogonais entre si, a custa dos quais cada
vector de IR? é expresso de forma tnica por meio da soma de dois vectores ortogonais,
conforme ilustrado na figura junta.

Este fenomeno generaliza-se a outros espacos com produto interno.

Seja V um espago com produto interno e W um subespago de V. O conjunto de
todos os vectores de V ortogonais a cada um dos vectores de WV diz-se o complemento
ortogonal de W e designa-se por W=*. A prova das propriedades seguintes fica como

exercicio.
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1. O complemento ortogonal de um subespaco de um espaco com pro-
duto interno é também um subespaco.

2. Se W é um subespaco de um espaco ¥V com produto interno e
{wy, we, ..., wx} é uma base de W, entao um vector v de V pertence
a W+ se e s6 se v é ortogonal a todos os w;, i = 1,2, ..., k.

3. Para qualquer subespaco VW de um espaco com produto interno, VW C
(W)

Seja V um espaco vectorial e U e VW subespacos vectoriais de V. Diz-se que V é a
soma directa de U com W, e escreve-se V =U @ W, se cada elemento de V se escreve

de forma dnica como soma de um vector de U com um vector de W.

Teorema 1. Se W é um subespago de dimensao finita de um espago V
com produto interno, entao V = W @ W+.

Seja V um espago com produto interno e YW um subespaco de V de dimensao finita.
Seja v € V e v = vy + vy a decomposicao de v na soma de um vector vy, de W
com um vector vy,. de W+, Entdo vy diz-se a projeccao ortogonal de v em W e

escreve-se projy,(v) = vy. Analogamente se diz que vy, é a projecgao ortogonal de v
sobre W+.

Teorema 2. Seja {wy,ws,...w,} uma base ortonormada de W. Entao,
para cada v € V,

O teorema seguinte afirma que, se YW é um subespago de dimensao finita de um
espaco V' com produto interno e v é um elemento de V, entao o elemento de VW mais
proximo de v é a sua projeccao ortogonal sobre W (ver defini¢ao de distancia no final
da Observacao da Secgao 21).
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Teorema 3. Seja VW um subespago de dimensao finita de um espago ¥ com
produto interno e seja v um elemento de V. Se vy, é a projecgao ortogonal
de v sobre W, tem- se

[0 —owl| < flv —w]]

para todo w € W. A igualdade verifica-se se e s6 se w = vyy.

24. Produto externo

Sejam u e v dois vectores de IR®. Chamamos produto externo de u por v, e
denota-se por u x v, ao vector de IR?, definido do seguinte modo:

- A norma de u x v é dada por: ||u x v|| = ||u||||v] sin(u;v);

- Se |lu x v|| # 0, u x v tem dire¢do perpendicular aos vectores u e v; quanto ao
sentido de u x v, pode ser descrito intuitivamente do seguinte modo: Supondo que
u corresponde ao braco direito e v corresponde ao brago esquerdo, com o angulo

0 = (ujv) como representado na figura, u x v dirige-se no sentido da cabega.

bu X v

\:m

Uma mnemonica para o calculo do produto externo de dois vectores é a seguinte:
Sejam u = uii + usj + usk e v = v1i + v9j + vsk; entao

i j ok
UXV=|uU Uz U3
v U2 U3

Mais precisamente, obtém-se u x v fazendo o desenvolvimento de Laplace do determi-

nante acima, segundo a primeira linha. Deste modo:

u X v = (Ugv3 — ugv2)i+ (ugvy — w1v3)j + (u1v2 — ugvy k.
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O produto misto dos vectores u, v e w é igual ao produto interno de u x v por
w; pode denotar-se por u X v|w. Se u = wuii + usj + usk, v = vii + voj + vk e
w = w1l + wsj + wsk, o produto misto de u por v por w é dado pelo determinante:

Uy U2 Uz
u X 'U”LU = | V1 Vg Vs

W w2 w3

Propriedades. Para quaisquer vectores u, v e w de IR? verificam-se as
seguintes propriedades:

1. uxv=—-vXxu.

2. (u+v)xw=uxw+vxwe (au) X v=a(uXov).
3. u x v éortogonal a u e v

4. uxv=0seesoseuevsao linearmente dependentes.

5. Se u e v sao linearmente independentes, entao os trés vectores u, v, e

u X v sao linearmente independentes.

6. A area do paralelogramo que tem como dois dos lados os vectores
linearmente independentes u e v é igual a ||u x v||.

7. O volume de um paralelepipipedo que tem como trés das suas arestas
os vectores linearmente independentes u, v e w é igual a |u X v|w|.
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25. Pontos e referencial canénico

Consideremos um ponto O fixado no espaco ordinéario e trés vectores e, ey e e3
que constituem uma base ortonormada no espago dos vectores com origem em O, como

representado na figura

€3

€1 O €2

Identificamos ey com (1,0,0);
es com (0,1,0);
ez com (0,0,1).

O referencial ortonormado (O; e, €2, e3) diz-se um referencial candnico. Associado a

este referencial canénico temos, como é bem conhecido, o seguinte referencial

constituido pelo ponto O, a que chamamos origem do referencial, e trés rectas perpen-
diculares entre si e orientadas como indicado na figura que sao chamadas eixo dos zz,
eixo dos yy e eixo dos zz. Referimo-nos ao plano que contém os eixos dos zx e dos yy
como sendo o plano XOY . De forma analoga, falamos do plano XOZ e do plano YOZ.

Recordemos ainda que um ponto P do espaco fica determinado pelas suas coorde-
nadas (a,b,c) onde
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- a corresponde a projecgao ortogonal sobre o eixo dos xx; (é, em valor absoluto,
igual & distancia de P ao plano YOZ.)

- b corresponde a projeccao ortogonal sobre o eixo dos yy; (é, em valor absoluto,
igual a distancia de P ao plano ZOX.)

- ¢ corresponde & projeccao ortogonal sobre o eixo dos zz; (é, em valor absoluto,

igual & distancia de P ao plano XOY'.)

Escrevemos P(a, b, ¢) ou apenas (a, b, ¢) para denotar o ponto de coordenadas (a, b, ¢).
Note-se que as coordenadas de um ponto P sao precisamente as coordenadas do vector

OP relativamente a base (e, €2, €3).

A distancia entre dois pontos Pj(x1,y1,21) € Py(x2, 99, 22) é dada por

d(P1, Py) = || PPy || :\/(xQ—x1)2—|—(y2—y1)2+(22—21)2.

O ponto médio do segmento de [P, P,] é o ponto de coordenadas

<$1+$2 Y1+ Y2 Z1+22>
2 ’ 2 2 '

26. Planos

Um plano (no espago ordindrio) é todo o conjunto de pontos X definido por
X=P+au+pv, o feclR (13)

onde P é um dado ponto do espaco e u e v sido vectores de IR? linearmente independentes.
Portanto, o plano representado por (13) contém o ponto P e é paralelo aos vectores u
ev.
Pondo

X = (x7 y? 'Z)
P = (p1,p2,p3)
u
v

(Ul,UQ,Ug)
= (vla V2, US)

podemos escrever (13) na forma seguinte
(z,y,2) = (p1,p2, p3) + a(ur, ug, uz) + B(vr,v2,v3), «,B € R. (14)

A uma representagao do plano da forma (13) ou (14) chamamos equagao vectorial

do plano.
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De (14), obtemos as equagoes

T =p1+ aup + Buq
Y = pa + aug + PBug a,feR (15)
2 = p3 + aus + Pus

conhecidas pelas equagoes paramétricas do plano.

Uma equagao cartesiana de um conjunto C de pontos do espaco é uma equagao
da forma f(z,y,z) = 0 tal que C = {(z,y, 2) | f(x,y,z) = 0}.

Pretendemos agora encontrar uma equagao cartesiana do plano. Consideremos a
equagao (14) do plano definido pelo ponto P(py,p2,p3) e pelas direcgoes dos vectores
u = (uy,us,u3) e v=(vy,vq,v3). Podemos escrevé-la na forma

(x —p1,y — p2, 2 — p3) = afug, ug, ug) + B(vr,ve,v3), o, R

ou seja, (z,y, z) é um ponto do plano se e s6 se o vector (r — p1,y — p2, 2 — p3) se pode
escrever como combinagao linear dos vectores (uy, ug, u3) e (v1,ve,v3). Como estes dois
vectores s@o linearmente independentes, concluimos que (z,y, z) é um ponto do plano
se e 80 se os vectores (x — p1,y — p2,yz — p3), (U1, us, uz) e (vq,v2,v3) sdo linearmente
dependentes, ou ainda, se e s6 se

r—pP1 Yy—pP2 2—DP3
Uy U9 Uus =0 (16)

U1 V2 U3

Assim, a equagao (16) é uma equagao do plano que contém P e é paralelo a u e v.
Desenvolvendo o determinante, obtemos a equagao:

(’LL2U3 — Ugvg)l‘ —f- (U3’U1 — U1U3>y —f- (Ulvg — u21)1)z — (plkl +p2k32 —|— p3k’3) = 0 (17)

com ki, ko e k3 constantes. A equagao (17) é, portanto, da forma

Az +By+Cz+ D =0. (18)

Toda a equagao do tipo (18), com A, B e C' nao conjuntamente nulos representa um
plano e diz-se uma equagao geral do plano.

Até aqui, tratdmos de um plano definido por um ponto e dois vectores linearmente
independentes. Um plano pode também ser definido por trés pontos nao colineares.
E evidente que as equagoes do plano ja estudadas podem ser facilmente obtidas tendo
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em conta que se A, B e C sao trés pontos nao colineares, entao os vectores AB e AC
sao vectores linearmente independentes e o plano que contém os pontos A, B e C fica
definido pelo ponto A e pelos vectores AB e AC.

Seja IT o plano que contém o ponto P(pi,ps,ps) e é perpendicular ao vector w =

(wq, we, ws). Entdo um ponto de coordenadas (z,y, z) pertence a Il se e s6 se os vectores
—

w e PX sao ortogonais, ou seja, o seu produto interno ¢ igual a zero, i.e.,

wy(x — p1) + wa(y — p2) +ws(z —ps) =0

ou, equivalentemente,
Wi + wey + w3z — (wip1 + weps + wspz) = 0.

Obtivemos, portanto, uma equacao geral do plano. Notemos que os coeficientes de =,
y e z sdo precisamente as coordenadas do vector w que é perpendicular (ou normal) ao
plano. De um modo geral, se

Ar+By+Cz+ D=0

é a equacao geral de um plano, entao (A, B, C) sao as coordenadas de um vector normal
a esse plano.

Posicoes relativas de dois planos. Dados dois planos, um dos trés casos seguintes
acontece:

(1) s@o coincidentes;
(2) sdo paralelos nao coincidentes;

(3) intersectam-se segundo uma recta.

Sejam II e I' dois planos de equagoes vectoriais

X=P+au+pv o pfclR
e X=P+aud+0v o pfelR,

respectivamente. Entao IT e T' sdo paralelos se e s6 se {u,v} e {v/,v'} geram o mesmo

subespaco de IR?, abreviadamente, £({u,v}) = L({u/,v'}). Assim, os dois planos sdo:
(1) coincidentes, se L({u,v}) = L({v/,v'}) e tém algum ponto em comu;

(2) paralelos nao coincidentes se L({u,v}) = L({v/,v'}) e ndo tém nenhum ponto
comu;
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(3) intersectam-se segundo uma recta, se L({u,v}) # L{u',v'}).

Sejam agora II e I' representados pelas suas equagoes gerais,

Ar+ By+Cz+D =0
e Alv+By+C'2+D =0,

respectivamente.
Entao IT e I sdo paralelos se e sé se os vectores (A, B, C) e (A', B', C") s@o linearmente

car ( ) =1; (19)
(1) coincidentes, se, além de (19), também

( A B C DD
car =1;

A B C' D
(2) paralelos nao coincidentes, se, além de (19),

( A B C DD
car =2,

A/ BI C/ D/
o que signfica que o sistema

dependentes, i.e., se e s6 se

A B C
A B

neste caso, sao:

(20)

Az +By+Cz+D =0
Ax+By+Cz+D =0

¢é impossivel, ou seja, a interseccao dos dois planos ¢é vazia.

(3) Os planos II e T' intersectam-se segundo uma recta se o conjunto de solugoes do
sistema (20) é uma recta, ou seja, o sistema é possivel indeterminado com grau de

):2.

indeterminacao 1, ou ainda,

car (

A B C
A B
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27. Rectas

Como acabamos de ver, quando, para as equacoes de dois planos

Ar+ By+Cz+D =0
Az +By+C'z+D =0"

o -2

entao aquelas duas equacoes definem uma recta, precisamente a recta de interseccao dos

temos que
A B C
A B

dois planos. Por outro lado, dada uma recta, é sempre possivel representa-la por um
sistema de duas equacgoes daquela forma.

Vamos ver outras formas de representar uma recta. Sejam P um ponto do espago
e u um vector nao nulo. Entao o conjunto de pontos X que constituem a recta que

contém P e é paralela a u ¢é definido por

X=P+au (a¢elR). (21)
Considerando
X = (z,9,2)
P = (pl,p2,p3)

u = (ula U, U3)

podemos escrever a equagao (21) na forma

($,y,Z) = (plap2ap3) + a(u17u27u3) ) Q< ]R (22)

Uma equacao da forma (21) ou (22) diz-se uma equagao vectorial da recta.
De (22), obtém-se ainda:

T =p1+au;
y=ps+oau, a€lR. (23)
Z = p3 + Qus

Dizemos entao que (23) sao as equagoes paramétricas da recta.
Note-se que se uma recta for dada por dois dos seus pontos, digamos P e (), podemos

cair no caso acabado de estudar, considerando o ponto P e a direccao do vector PQ.

Posicoes relativas de uma recta e um plano. Sejam r uma recta de equacao
vectorial

X=P+aou (aelR),
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e I um plano de equagao vectorial
X=Q+av+pw (a,0€R).

Entao:
((1)) r é estritamente paralela ao plano Il se u € L({v,w}) mas P ¢ II;
((2)) r esta contida no plano Il se u € L({v,w}) e P € II;
((3)) a recta r intersecta o plano IT num (tinico) ponto se u ¢ L({v,w}) (e, portanto,

{u,v,w} é um conjunto linearmente independente).

Consideremos agora uma recta r definida cartesianamente por

Alx—l—Bly—i—Clz—i—Dl:O
A2$+Bzy+CgZ+D2:0 ’

e um plano II definido por
Ar+By+Cz+ D =0.

Analisando a relacao entre a posicao relativa da recta e do plano e a classificacdo do

sistema de equacoes
A1[E+B1y+012+D1 =0
A2$+Bgy+ng+D2:O
Ar+ By+Cz+D =0

concluimos que as situagdes ((1)), ((2)) e ((3)) descritas atras correspondem a, respec-

tivamente,
[ A B G ] A By C; D

(1)) car Ay By (4 =2 ecar Ay By Cy Do = 3 (justifique);
| A B C | A B C D
[ A B O] A By Ci Dy

((2)) car Ay By Cj = car Ay By Cy Dy = 2 (justifique);
A B C | A B C D
Al Bl Cl Dl

((3)) car As By Cy Dy = 3 (justifique).
A B C D
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Posigoes relativas de duas rectas. Sejam r e s duas rectas definidas, respectiva-

mente, pelas equagoes vectoriais:

X=P+4+au a€lR,
e X=Q+av aclR.

Entao:

[1] 7 e s sao coincidentes se L({u}) = L({v}) (ou seja, se u paralelo a v) e P € s;
[2] 7 e s sao estritamente paralelas se L({u}) = L({v}) e P & s;

[3] e s sdo concorrentes (ou seja, intersectam-se num (inico) ponto), se L({u}) #
L({v}) e tém algum ponto em comum.

[4] r e s sdo enviezadas, i.e., ndo paralelas e ndo concorrentes, se L({u}) # L({v}) e
nao se intersectam.

Sejam agora r e s dadas pelas representagoes cartesianas seguintes:

A1[E+Bly+ch+D1:0
A2$+B2y+OQZ+D2:O

A3$+Bgy+03Z+D3:O
A4I+B4y+C4Z+D4:O

O estudo do sistema constituido pelas quatro equagoes permite concluir que as situacoes
[1], [2] e [3] consideradas atrds correspondem a, respectivamente:

Al Bl CYl Al Bl C(1 Dl
Ay By ( o Ay By Cy Dy 4.
[1] car = =2
A3 B3 03 A3 B3 C3 D3
A4 B4 04 A4 B4 04 D4
A B, O Ay By Cy Dy
A2 BQ 02 AZ B2 CY2 D2
2 =2 =3;
[ ] car A3 B3 03 e o A3 B3 C3 D3 7
A4 B4 04 A4 B4 04 D4
Al Bl Cl Al Bl Cl Dl
Ay By ( o Ay By Cy Dy o
[3] car = = 3;
Ag B3 03 A3 B3 C'3 D3
A4 B4 04 A4 B4 04 D4
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A, By 4 A B G Dy

Ay By (O Ay By Cy Dy
4 =3 =4.
[4] car A, B, C, e car A, By Cy Dy

Ay By Cy Ay By Cy Dy

28. Distancias e angulos

Sejam F' e GG dois conjuntos de pontos no espaco ordinario. A distancia entre F' e
(G, usualmente denotada por

d(F,G)

¢é o infimo das distancias entre um ponto de F' e um ponto de G, ou seja,

d(F,G) =1inf{d(A,B): A€ F, Be G}.

Distancia de um ponto a um plano. Seja II um plano de equacao geral
Ar+By+Cz+ D =0

e seja P um ponto qualquer. Consideremos a figura

N\

;

onde w é o vector perpendicular a II de coordenadas (A, B, C'). Entao:

d(P,TT) — ‘

PrOjyw P7\4H (24)

onde M é um ponto arbitrario do plano II. Sejam (z,, y,, z,) as coordenadas de P; entao
de (24) deduz-se que
_ |Az, + By, + Cz, + D|

WP == e e ee
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Distancia de um ponto a uma recta. Sejam r uma recta de equagao vectorial
X=M+aou, aclR,

e P um ponto. Consideremos a figura

Tem-se
d(P,r)

ST | sin(u; MP)).
T py = | sinl AP

Desta igualdade, usando a definicao de produto externo, obtemos

Angulo entre duas rectas. Sejam r e s duas rectas com vectores directores u e v,

respectivamente. O angulo entre r e s é dado por

(r}s) = min{(ujv), 7 — (0jv)}.

Consequentemente,

A oy V)]
cos(r38) = [eos(uiv)| = o

Angulo entre uma recta e um plano. O angulo de uma recta r com um plano II,
é o complementar do angulo formado por r com uma recta perpendicular a II. Sejam
u um vector director de r e w um vector normal a II. Seja ainda s uma recta com a

direc¢ao de w. Na figura a seguir, 6 representa o angulo entre r e II.
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s|/r
Q@
0
’\
IT
Por conseguinte,
0 = arcsin(cos(5 —0)) !

= arcsin(cos )

= arcsin(| cos(u;w)|

— aresin (L@w)]
= aresin (i) -

Ou seja,

sin(r}Il) = M
’ [ [ w]

Angulo entre dois planos. O angulo formado por dois planos II; e Ily é igual ao
angulo formado por duas rectas r; e ro tais que r; L I} e ro L II5. Logo, se w; é um

vector normal a II; e wy é um vector normal a Il,, entao:

(I1;;103) = min{(wijws), ™ — (wisws)}

ou ainda,

. |[(W1, Wa)|
I1I,1l) = ———=— .
cos(MuTle) = fro T

!Usando a férmula trigonométrica cos(m/2 — 6) = sin 6.
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