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Capitulo I

CALCULO PROPOSICIONAL

1 Proposicoes e conectivos logicos
Consideremos os raciocinios seguintes:

a) — O livro é do Joao ou do Rui.
— O livro nao é do Rui.

— Logo é do Joao.

b) — Se ela foi ao Egipto entao esteve no Cairo.
— Ela nao esteve no Cairo.

— Logo nao foi ao Egipto.

c) — Ele pratica futebol e ténis.

— Logo ele pratica futebol.

Estes raciocinios sao constituidos por afirmacoes que sao verdadeiras ou falsas. Acerca
de cada um deles é facil concluir de que se trata de um raciocinio correcto. Grande parte
das nossas operagoes mentais no dia a dia envolvem raciocinios deste tipo. Eles vao ser

objecto de estudo no que se segue.

Chama-se proposicao a uma expressao da qual faz sentido dizer que é verdadeira ou

que é falsa.

Cada proposi¢ao tem um e um s6 valor ldgico, entre dois possiveis, V (verdadeiro) ou
F (falso).

1.1 Exemplos. “Lisboa é uma cidade portuguesa.”é uma proposicao com valor légico
verdadeiro. Mas atribuir um valor 16gico & afirmacdo “Hoje estd um belo dia!”j4 nao faz
sentido, pois trata-se da expressao de um sentimento de alguém, nao de uma afirmacao

objectiva.
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A légica que vamos estudar pressupoe os seguintes principios:

Principio da nao contradicdo: Uma proposicdo nao pode ser verdadeira e falsa ao

mesmo tempo.

Principio do terceiro excluido: Uma proposicao é verdadeira ou falsa.

A afirmacdo “O livro é do Joao ou do Rui.”pode decompor-se em duas afirmacoes:
“0O livro é do Joao.”e “O livro é do Rui.” Estas duas ultimas afirmacoes ja nao se podem
decompor. Dizemos entao que a proposi¢ao ‘O livro é do Joao ou do Rui.”é composta e as
afirmacgoes “O livro é do Joao.”e “O livro é do Rui.”sao atémicas.

A afirmagao “Ela nao esteve no Cairo.”é a negacao de “Ela esteve no Cairo.” Construimos
proposigoes compostas a partir de proposigoes atémicas ligando-as por conectivos. Se de-
notarmos por p a proposi¢ao “Ela esteve no Cairo.”e usarmos o simbolo — para represen-
tarmos a negacao, a afirmacao “Ela nao esteve no Cairo.”escreve-se —p. Temos assim a
operagao “negacao”.

Analogamente, usando V para representar “ou”, e as letras p e ¢ para designar as
proposigoes atémicas de “O livro é do Joao ou do Rui.”, obtemos, simbolicamente, p V q.
Trata-se aqui da operacao “disjuncao”.

A seguir apresenta-se uma lista destas e doutras operacgoes logicas:

negacao: -p (ndo p)

conjuncao: PAQ (peq)

disjuncgao: pVygq (p ou q)

implicagao: p—q (se p entao g; p s6 se q;

p é condigao suficiente para que ¢;
q é condigao necessaria para que p)

equivaléncia (formal): D q (p equivalente a q)
(bicondicional)
disjuncao exclusiva: pVq (ou p ou q)

Quando temos uma implicacao p — ¢ dizemos que p é o antecedente e ¢ o consequente.
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As operacoes anteriores tém tabelas de valores que vao ao encontro do significado
habitual das particulas "nao”, ”e”, "ou”, etc. Essas tabelas apresentam-se de seguida.
(Certifique-se de que compreende a forma natural como surgem estas tabelas, de acordo

com o nosso entendimento da linguagem do dia-a-dia.)

Tabelas de verdade das operagoes 1égicas

Uma tabela de verdade faz corresponder aos possiveis valores logicos das varidveis
o correspondente valor 16gico da expressao. Seguem-se as tabelas das operacoes logicas

enumeradas atras.

plaqa|pig p|aqg|pVy pla|lp—yq
p | —p VI iv] v viv| v VIiv] v
V| F V|F| F VIF| Vv VIF| F
F|V F|V] F Flv]| v Flv] Vv

FIF| F F|F| F F|F| Vv

plaglpeq p|aq|pvy

VIiV] V V| V] F

VIF| F V|IF| Vv

F|V] F Flv| vV

F|F| Vv F|F| F

Logica e operagoes-bit:

Os computadores representam informacao por meio de bits. Um bit tem dois valores
possiveis, 0 e 1. Um bit pode ser usado para representar os valores de verdade F e V, 0
representa F e 1 representa V. Uma variavel diz-se booleana se o seus valores possiveis sao
V ou F (ou, se quisermos, 1 ou 0). Portanto, uma variavel booleana pode ser representada
por meio de um bit.

1.2 Exercicios.

1. Quais das seguintes frases sdo proposigoes?

(a) Isto é verdade? (b) Joao é um nome.
(c) 8 é um nimero fmpar. (d) 8 é um nimero par. (e) Esta cor é bonita.

2. Indique os valores l6gicos das proposicoes seguintes:

(a) 7 é um ntmero primo. (b) Lisboa é uma cidade. (c) Canadéa é uma cidade.
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3. Diga quais das seguintes proposigoes sao atémicas e quais sao compostas:
(a) O Frederico ¢ alto, e o Joaquim também. (b) O carro acidentado era azul ou verde.
(c) O carro acidentado era meu. (d) Se fores ao bar, entao eu vou ao bar.
4. Usando os simbolos e e a para “Manuel é estudante” e “Manuel joga andebol”,
respectivamente, escreva as seguintes afirmacoes na forma simbdlica:

(a) Manuel é estudante. (b) Manuel é estudante e joga andebol.

(c) Manuel é estudante ou joga andebol. (d) Se Manuel é estudante, entao joga andebol.

5. Identifique todas as proposicoes atémicas nas frases seguintes e represente-as por
simbolos p, g, r, etc. Em seguida escreva as frases sob a forma de célculo proposici-

onal.

a) Se a Maria estd no ginasio, entao a Marta também esta no ginésio.

(c) Se te levantares as sete horas, chegards a tempo.
(d
(e
(

)
g) Amanha vou de autocarro ou de téxi.

) Chegaras a tempo se e sé se te levantares as sete horas.

Ele vird se tu o avisares.

—

(a)
(b) O carro do Rui é vermelho ou castanho.
)
E suficiente que o Joao tenha 9,5 para que passe.
(
(h) Amanha vou de autocarro se ele parar no Rossio, ou vou de téxi se tiver dinheiro.

(i) Se acabar o meu trabalho vou para a praia se fizer bom tempo.

6. Escreva as tabelas de verdade para:

(a) pVi(gnr) (b) —=(=pV —q)
() (mpA(=gAT))VI(gAT)V(DAT) (d) (pV-q)— (rvp)
(e) (pVigAr)V-(pVag A(rvs)) ) (pVv—q) < (rAp)
(g) (p< —=9)A(g—p) (h) (p—q9) —=aV-p

7. Escreva cada uma das seguintes proposigcoes na forma simbélica.

(a) Uma condic@o necessédria para z ser primo é que x seja impar ou z = 2.
(b) Uma condicao suficiente para que f seja continua é que f seja diferencidvel.
(c) Ele vai morrer hoje, a menos que consiga auxilio médico.

(d) Se os impostos forem aumentados ou diminuirem os gastos governamentais, nao

haverd inflacao.
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8. Qual o valor de verdade das seguintes proposigoes?

(a) O ndmero 2 é primo ou 4 é impar. (b) O numero 2 nao é primo e 4 é impar.

(c) O ntmero 2 é primo e 4 é impar. (d) O numero 2 nao é primo ou 4 é impar.

(e) Se 2 nao for primo entdo 4 ¢é impar. (f) Se 2 for primo entdo 4 é impar.

(g) Se 2 nao for primo entao 4 é par. (h) Se 2 nao for primo e 4 for par entao 4 < 2.

9. Escreva a negagao das proposicoes (a), (b), (c) e (i) do exercicio 5.
10. Escreva a reciproca das proposicoes (a), (e) e (i) do exercicio 5.

11. Escreva cada uma das frases seguintes na forma de implicacao (p — q):

Se estragares o meu livro nao volto a emprestar-to.
b

)
)

(c) Sai ou chamo a policia.
)

(a
(

Toca nesse bolo e arrepender-te-as.

(d) Vou-me embora se ndo pararem de falar.

2 Formulas bem formadas e semantica

Relativamente a uma dada linguagem légica podemos sempre estudar dois aspectos: a
sintaxe e a seméntica. A sintaxe diz respeito as regras de formagao das expressoes légicas
a utilizar, as chamadas férmulas bem-formadas. A seméantica estuda o significado dessas

expressoes.

sintaxe (férmulas bem-formadas)
Linguagem <
)

(conjunto de simbolos semantica (significado)
Na linguagem do calculo proposicional vamos considerar a sintaxe e a seméantica se-

guintes.

Sintaxe:

Uma variavel proposicional é um simbolo p, ¢, 7, ... ao qual podemos atribuir o valor
l6gico V ou F. Uma proposi¢do atomica ou dtomo é uma variavel proposicional ou uma
constante, V ou F.

Uma formula bem formada (abreviadamente, fbf) fica definida da seguinte forma (su-

pondo que consideramos apenas os conectivos logicos =, A, V e —):
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e V e F sao fbf’s; toda a variavel proposicional é uma fbf;
e Se A e B sao fbf’s; as seguintes sao também fbf’s:
-A
(AN B)
(AV B)
(A— B)
(A< B)

e Toda a fbf é formada por estas regras.

Os paréntesis funcionam como simbolos auxiliares que indicam como é formada a fbf.
Para evitar um uso excessivo de paréntesis e simplificar a escrita das expressoes logicas
convenciona-se que as operagcoes logicas sao consideradas pela seguinte ordem de prioridade:

A
\Y
N
<~
Atentando na definigdo de fbf acabada de dar, é facil de ver que as expressoes
pVogAr, (pV-g)Ar, ~(p—qATr) e 7p—=>qgAT
sao fbf’s, ao passo que as expressoes
“ApVgq e pV(Ag—r)

0 Nao Sao.

Se F' é uma fbf da forma —A, A diz-se uma subformula bem formada (abreviadamente,
subfbf) de F'; analogamente se F' é uma fbf da forma ANB, AVBouA — B, Ae B
dizem-se subfbf's de F. Se C é uma subfbf de G e G é uma subfbf de F' entao C' é uma
subfbf de F.

Uma fbf que nao seja proposicao atéomica diz-se proposicdo composta.

Semantica:
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Dada uma fbf, atribuindo a cada uma das suas varidveis proposicionais o valor 1égico
V ou F, obtemos uma interpretagao (significado) para a fbf. As interpretagdes possiveis
podem dispor-se numa tabela, chamada tabela de verdade da fbf. O Exemplo 2.1 contém
a tabela de verdade de p — p V q.

Uma fbf diz-se uma tautologia se for verdadeira para todos os possiveis valores 16gicos
dos dtomos.

Uma fbf diz-se uma contradi¢cdo se for falsa para todos os possiveis valores logicos dos
atomos.

Uma fbf diz-se uma contingéncia se nao for nem tautologia nem contradigao.

2.1 Exemplo. Suponhamos que queremos averiguar se p — pVq € ou nao uma tautologia.
Para isso podemos utilizar uma tabela de verdade:

P|l4q|pPVqg|p—>pPVQ
Viv] V \Y%
VIiF| V \Y
Fy\ v Vv A%
F|F F A%

Como para quaisquer valores de p e ¢ a fbf p — p V ¢ toma sempre o valor de verdade,
conclui-se que é uma tautologia.

Podemos também obter a resposta sem fazer uma tabela de verdade, basta raciocinar do
seguinte modo: A implicacao s6 é falsa quando o antecedente é verdadeiro e o consequente
falso. Mas se p tomar o valor V também pV q toma o valo V, obtendo-se V. — V que é V.

Logo p — p V ¢ toma sempre o valor de verdade, pelo que é uma tautologia.

2.2 Exercicios.

1. Para cada uma das expressoes seguintes diga se sao ou nao férmulas bem-formadas.
(a) (pmg) Ap  (b) (7pVa)Ap  (c) PV Ag
2. Ponha parénteses nas expressoes seguintes de tal modo que sejam indicadas as regras
de prioridade estabelecidas para os conectivos envolvidos.
(a) pAgAT =D (b) pArVgqg< —r
() —(prAp2) = —qVpr (d) p—q¢—qg— g
3. Obtenha a férmula bem-formada p V —q A (p — r) usando as regras de formagao de

uma férmula bem-formada descritas atras.

4. Averiguar se a fbf pAgArAsAt— —r éoundo uma tautologia.
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5. Mostre que sao tautologias:

@) (e @A-p)e-p (b)) P=9—=(a=7)—=@=7)
6. Prove que ((pAr)V(gA-r)) < ((-pAr)V (=g A-r)) éuma contradigao.

7. Diga quais das seguintes formulas sao tautologias, contradigoes, ou nem uma coisa

nem outra.
(a) (p—=q) ——-(g—p) <@ () (p—aq)—q) —q
(c) (p—=q) —p) (@ (@—Dp) (d) (p—=(gA—q) = —p

3 Equivaléncia Légica

Duas fbf’s dizem-se (logicamente) equivalentes se tiverem o mesmo significado, isto é, a

mesma tabela de verdade. Para indicar que duas fbf’s A e B sdo equivalentes, escrevemos
A=B.

Em vez do simbolo = também se usa <. Note-se que dizer que A e B sao logicamente
equivalentes é o mesmo que dizer que A +» B é uma tautologia.

Algumas equivaléncias bésicas:

pV-p=V Lei do terceiro excluido
pA-p=F Lei da contradigao
pAV =p Leis da identidade
pVF=p

pVV =V Leis da absorgao
pANF=F

PpVDP=Dp Leis da idempoténcia
PAP=Dp

—(-p)=p Lei da dupla negacao
pVGg=qVp Leis da comutatividade
PAG=qAp

(pVgVr=pVigVr) Leis da associatividade
(PAg AT =pA(gAT)

pV(gNAT)=(pVq) AN(pVr) | Leis da distributividade
pA(gVr)=(pAgV(pAT)

—(pAq)=-pVq Leis de De Morgan
~(pVag)=-pA—qg
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Todas estas equivaléncias sao de facil verificacao. Por exemplo, construindo as tabelas
de verdade de ~(p A q) e =pV g

plqg|pAqg|-(pANqg) | p|—q|pV—g
VIV| V F F|F F
V|IF| F % F |V v
F|V| F v V| F v
F|F| F v V|V %

concluimos que ambas as fbf’s tém o mesmo valor légico para os mesmos valores das

varidveis proposicionais, logo sao logicamente equivalentes.

Tendo em conta a definicao de equivaléncia légica entre fbf’s, é facil concluir que:

Se numa fbf substituirmos uma subfbf por uma fbf equivalente obtemos uma fbf
equivalente a fbf original.

Esta regra aplica-se quando pretendemos simplificar fbf’s. Por exemplo, como sabemos
que p V p = p, concluimos que (pVp) Ag=pAgq.

E muitas vezes ttil utilizar as seguintes equivaléncias (verifique-as):
p—+q="pVyg

pea=pP—=9A(@—0p)

Associadas a uma implicacdo p — ¢ temos as duas fbf’s seguintes:

(a) ¢ — p, que se diz a reciproca de p — g;
(b) =g — —p, que se diz a contrapositiva de p — q.

3.1 Exercicios.

1. Mostre que p — ¢ é logicamente equivalente a sua contrapositiva mas nao é logica-
mente equivalente a sua reciproca.

2. Use propriedades das conjuncao, disjuncao e negacao para provar as seguintes equi-
valéncias:

(&) (PAQVI(gAT)=gNn(pVrT)

(b) ~(=(pAg)Vp) =F

() ~(=pV(rvs))=({@Ar)V(pAs)

(d) Vvr)A(gvs)=@AQV(PAS)V(rAg)V(rAs)
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3. Simplifique as expressoes seguintes:

(@) (PAV)A(gAYV) (b) (rAlgA(pAT)))
() (rAV)A(gN-r) (d) (gArAs)V(gA—-TrAs)
(€ (pvr)A(pVrvs) () (Vigns))V(-gns)
() pV-qV(AgAPV-gA-pAg (h) ~((pva Ar)Va

(i) (Vg A(=pVaq)V-(=(pV-r)Aq)

4. Construa para cada caso proposicoes compostas P e () por forma a que as proposicoes

apresentadas sejam tautologias:

() P AQ (b) P — —P

5. Use a tautologia p V —p para provar que as seguintes proposicoes sao tautologias.

(a) p—=qVv-lp—=q (b) pv-p (c) (pPAs)Va)V~-((pAs)Vq)

6. Mostre que a féormula (—p — ¢) — (p — —¢) ndo é uma tautologia. Encontre
féormulas ¢ e 1 tais que (—¢ — ) — (¢ — —) seja uma contradigao.

7. Mostre que (p — q) A (—p — q) — g é uma tautologia e use esta tautologia para
provar que (=p — —q) N\ (——p — —q) = —q.

8. Determine expressoes logicamente equivalentes as seguintes mas sem os conectivos
— €

(a) (p—=aq)Vig—r) (b) (p—=q) < PAgq) (c) —p— g

4 Argumentos correctos

No nosso dia a dia raciocinamos e tiramos conclusoes usando determinadas regras. A
légica ajuda a compreender essas regras permitindo distinguir entre argumentos correctos
e nao correctos. Seguem-se alguns argumentos légicos, cada um deles com um exemplo e

a respectiva formalizagao.
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1)
1. Se o gato vé o peixe, entao o gato apanha o peixe.
2. Se o gato apanha o peixe, entao o gato come o peixe.
3. Se o gato vé o peixe, entdo o gato come o peixe.
1.p—=q
2.qg—r
3.p—=r
2)
1. Se o Joao tem mais de 16 anos, entao vai ao cinema.
2. O Joao tem mais de 16 anos.
3. O Joao vai ao cinema.
l.p—gq
2. p
3. ¢q
3)
1. A Maria traz as bebidas ou faz um bolo.
2. A Maria nao faz um bolo.
3. A Maria traz as bebidas.
1. pVvyg
2. 1q
3. p
Um argumento da forma “De Aj, Ao, ... e A, deduz-se B.”, esquematicamente,
Ay
Ag
Ap,
B

diz-se um argumento correcto se Ay A As A ... AN A, — B for uma tautologia. Neste caso
€SCrevemos

Ay, Ag, ..., A, EB
Para indicar que P = @ também se usa P = @), nomenclatura que faz parte do dia a dia

da escrita matematica.
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4.1 Exercicios.

1. Use os simbolos proposicionais p e ¢ para formalizar os seguintes argumentos logicos:

(a) Se 10 é um ndmero primo, 10 ndo pode ser igual a 2 vezes 5. 10 é igual a 2

vezes 5. Logo, 10 ndo pode ser um niimero primo.

(b) Se chove frequentemente, os agricultores queixam-se. Se nao chove frequente-
mente, os agricultores queixam-se. Consequentemente, os agricultores queixam-

se.

(¢) O Anténio almoga na cantina ou o Anténio almoga em casa. O Anténio nao

almoca na cantina. Logo, o Anténio almoca em casa.

2. Verifique se o argumento seguinte estd correcto (i. e., se a conclusao é logicamente
implicada pela conjungao das hipéteses).

“Se o orcamento nao for cortado, uma condi¢ao necessaria e suficiente para os precos
permanecerem estdaveis é que os impostos sejam aumentados. Os impostos serao
aumentados somente se o orcamento nao for cortado. Se os precos permanecerem
estaveis, os impostos nao serao aumentados. Portanto os impostos nao serao aumen-
tados.”

3. Mostre que os seguintes argumentos sao correctos, usando tabelas de verdade.

(a) pVg,pVrEqVr (b) p=a,p—=rEp—=qAr

(c) pp—=aqEPANG (d) pVgp—r,g—=rET

4. Num certo pais cada habitante diz sempre a verdade ou diz sempre a mentira. Um
viajante nesse pais encontra o Pedro e a Luisa. O Pedro disse-lhe: “Se eu digo sempre
a verdade, entdao a Luisa também diz sempre a verdade.” Serd Pedro um mentiroso

ou, pelo contrario, diz sempre a verdade? E a Luisa?

Nesse mesmo pais, o viajante encontrou o Anténio e o Manuel e este tltimo disse-
lhe: “Se eu sou mentiroso entdo o Anténio também é mentiroso.” Que pode concluir
quanto a cada um deles ser ou nao dos que dizem sempre a verdade?

5 Formas normais

Uma func¢do de verdade (ou fun¢do légica) é uma funcdo que s6 pode tomar os valores

l6gicos V ou F e cujos argumentos também s6 podem tomar esses valores. Por exemplo,
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VsepéV
f(p,q) = V se p e g sao ambas F
FsepéFeqéV
define uma funcao de verdade.
A seguir vamos ver que

Toda a funcdo de verdade € equivalente a uma fbf. ‘

Para isso vamos usar as defini¢bes que se seguem.

Um literal é uma varidvel proposicional ou a sua negacao. Exemplos: p e =p. As duas
expressoes, p e —p dizem-se literais complementares.

Uma fbf diz-se uma forma normal disjuntiva (FND) se for uma disjuncao de conjungoes
de literais, ou se for V ou F.

Analogamente, uma fbf diz-se uma forma normal conjuntiva (FNC) se for uma con-
juncao de disjuncoes de literais, ou se for V ou F.

Exemplos de formas normais disjuntivas:
p
-p
PV g
“PAg
(PAQ)V(pA—q)

pV(pAT)

Exemplos de formas normais conjuntivas:
p

-p
PA g
pVyq

pA(qVr)

Tabelas de verdade e formas normais:

Suponhamos que temos uma funcao de verdade f dada pela tabela de verdade
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e que pretendemos escrever f como a disjuncao de conjuncgoes de literais, portanto, como
uma forma normal disjuntiva. Ora, pela tabela de verdade de f, sabemos que f é verdadeira

para cada um dos casos seguintes:
e p, q e r verdadeiras
e p, g e r verdadeiras
e —p, —q e r verdadeiras

Entao, tendo em conta que a disjuncao de um ntmero finito de fbf’s é V se e s6 se uma

delas o for, concluimos que

f=@AGAT)V(PA-gAT)V (ZpA=gAT).

Ou seja, f é V se e s0 se
pAgATr=V ou pA-gAr=V ou -pA—-qgAr=V.

Por outro lado, f é falsa para
e —p, —q e r falsas

e —p, g e r falsas

e p, 7q e —r falsas

e p, 1q e r falsas

p, q e r falsas

Entao, atendendo a que a conjuncao de fbf’s é falsa se e s6 se uma delas é falsa,

concluimos que

f=EpVgVr)A(pVagVr)A(pV gV -r)A(pV-qgVr)A(pVagVr).
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O que acabamos de fazer para este exemplo pode ser feito para qualquer funcao de
verdade; antes da descrigao do procedimento geral a seguir, vamos definir termos minimos
e maximos.

Seja f uma fbf. Um termo minimo (termo mdzimo, respectivamente) de f é uma
conjungao (respectivamente, disjuncao) de literais onde as varidveis sd@o as de f e cada
uma delas é representada uma e uma sé vez.

Por exemplo, se as varidveis de f sao p, ¢ e r, alguns dos termos minimos de f sao
pPA—TgNAT

“pAgANAT
pPAgAT
mas fbf’s como pAqg e p A —r nao sdo termos minimos de f.

De um modo geral, dada a tabela de verdade de uma fbf f, procedemos do seguinte

modo para obter uma forma normal disjuntiva (respectivamente, conjuntiva) de f:

Seleccionamos os termos minimos (respectivamente, termos méaximos) de f que tor-
nam f verdadeira (respectivamente, falsa) e formamos a disjungao (respectivamente,
conjungao) destes termos minimos.

Uma férmula proposicional f diz-se escrita na forma normal disjuntiva plena (res-
pectivamente, forma normal conjuntiva plena) se estiver expressa como uma disjun¢ao
(respectivamente, conjuncao) de termos minimos (respectivamente, méximos) de f.

Portanto, no exemplo anterior, obtivemos uma forma normal disjuntiva plena e uma

forma normal conjuntiva plena.

Obtencao de formas normais através de manipulacoes algébricas:

Suponhamos que queremos obter uma forma normal conjuntiva para a fbf p — (gAr).
Podemos fazer a respectiva tabela de verdade e proceder como descrito acima. Mas também
podemos usar as equivaléncias légicas ja conhecidas:

p—(qAr)=-pV(gAT)=(pV e A (-pVr)

Chegdmos assim a uma forma normal conjuntiva (nado plena) da fbf dada por maio de
manipulagoes algébricas. A seguir descreve-se o procedimento geral para obter formas

normais usando este processo.

e Para obter uma forma normal conjuntiva:

1. “Tiram-se”’todos os — e <.
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2. Se a expressao contém negacoes de conjungoes ou negagoes de disjuncoes, fazem-

se desaparecer usando as leis de De Morgan.

3. Agora basta usar as duas propriedades distributivas seguintes
aV((bAc)=(aVb)A(aVc)
(anNb)Ve=(aVe)A(bVe)

e Para obter uma forma normal disjuntiva: Procede-se de forma analoga, usando agora

no passo 3 as propriedades seguintes:
aN(bVe)=(aAb)V(aAc)

(avb)Ac=(anc)V(bAc)

Se f é uma férmula proposicional onde s6 aparecem os conectivos logicos =, A e V, a
dual de f é a férmula que se obtém de f substituindo cada V por F, cada F por V, cada
A por V e cada V por A.

Se f é uma férmula proposicional, o complemento de f obtém-se formando primeiro
o dual de f e depois substituindo todos os literais pelos seus complementos. De facto, o
complemento de f é a negacao de f.

Exemplo: Pretende-se negar f = (p A q) V —r, usando complementagao. Ora, a dual de
fé(pVq)AN—-r. Logo

~f=(pVg) Ar.

5.1 Exercicios.

1. Encontre uma férmula restrita (i.e., contendo apenas os conectivos =, A e V) corres-
pondente a funcao de verdade f(p,q,r) dada na seguinte tabela:

f(p,q,)

H <MH<m< -
o < << <
Mmoo < << <

H <=0 /H9E9H<
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2. Determine a forma normal conjuntiva das seguintes expressoes:

(a) (p—aq) < @—>rVy (b) VAPV (rAs)V(PAGAS)

3. Determine uma forma normal disjuntiva e uma forma normal conjuntiva logicamente

equivalente a féormula (p — q) — 7.

4. Seja f a fungao légica dada pela tabela seguinte:

p q r|flpgr)
F F F F
F F V \Y%
F V F F
F V V F
V F F \%
V F V F
V V F F
V V V \Y%

(a) Determine a forma normal disjuntiva de f.

(b) Determine a forma normal conjuntiva de f.

6 Conjuntos de conectivos l6gicos completos

Os conectivos l6gicos habitualmente usados para formar as fbf’s do calculo proposicional
sao -, A, V e —. E sabido que qualquer fbf pode ser substituida por outra logicamente
equivalente e onde nao figura o simbolo —.

Um conjunto de conectivos logicos diz-se completo se toda a fbf do célculo proposicional
é logicamente equivalente a uma fbf onde figuram apenas conectivos desse conjunto. Assim,

{—, A\, V} é completo.

6.1 Exercicios.

1. Mostre que cada um dos seguintes conjuntos de conectivos é completo para o calculo
proposicional:

(a) {=, =} (b) {=, A} (¢) {= v}

2. Determine férmulas logicamente equivalentes a p — ¢

(a) usando apenas o conectivo | (p|g é logicamente equivalente a —(p A q));
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(b) usando apenas o conectivo | (p | ¢ é logicamente equivalente a =(p V q)).

3. Suponha que o argumento ¢1, ¢o,..., ¢, = ¢ é valido. Prove que ¢1, ¢a,..., dp_1 =

¢n, — ¢ é também um argumento valido.

O conectivo logico conhecido por “ou exclusivo” e representado por V, é definido
pela seguinte tabela de verdade:

I BT IR INE s
o< TS e
IR ESIRS

(a) Mostre que p V ¢ é equivalente a —(p < q).

(b) Construa a tabela de verdade para (p V ¢) V 7.

Determine férmulas contendo apenas os conectivos — e — logicamente equivalentes
a

(a) (pAgQV(rAas) (b)p+q

Mostre que qualquer fbf do calculo proposicional é logicamente equivalente a uma fbf
contendo apenas o conectivo l6gico —. (Sugestao: Use a constante F para expressar

—p por meio da implicagao.)

7 Sistemas formais

Um sistema formal S consiste em:

1.

2.

Um conjunto (numeravel) de simbolos.

Um conjunto de sequéncias finitas destes simbolos que constituem as chamadas
formulas bem formadas (abreviadamente fbf).

Um subconjunto de fbf’s chamadas axiomas.

Um conjunto finito de “regras de deducao”chamadas regras de inferéncia que permi-

tem deduzir uma fbf como consequéncia directa de um conjunto finito de fbf’s.
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Seja S um sistema formal. Seja C' um conjunto de fbf’s e seja P uma fbf em S.

P ¢ deduzivel de C em S, e escreve-se
Clkg P

(ou apenas C' g P se nao houver dividas sobre o sistema S a que nos referimos) se existir
uma sequéncia finita de fbf’s, P;, Ps, ..., P, tais que:

o P,=P

e Paracadai € {1,...n}, P; é um axioma ou uma fbf em C (dita premissa ou hipdtese)
ou uma consequéncia dos P;’s anteriores através de uma das regras de inferéncia.

A sequéncia dos P;’s diz-se uma prova formal (ou demonstra¢ao formal) de P a partir
de C.

Se P é deduzivel de um conjunto vazio escreve-se
Fs P

Neste caso, P diz-se um teorema em S.

Associada a um sistema formal podemos ter uma semantica (interpretacdo) que permite
que cada fbf possa ser considerada como verdadeira ou falsa de acordo com a interpretacao

das suas varidveis.

Um sistema formal S diz-se:

Completo, se toda a fbf que é verdadeira para todas as interpretacoes possiveis pode

ser demonstrada em S

Coerente (ou sélido ou correcto), se toda a fbf que pode ser demonstrada em S é

verdadeira para todas as interpretagoes.

Vamos a seguir descrever um sistema formal natural e um sistema formal de Hilbert,
0 que certamente ajudara a compreender a no¢ao de sistema formal acabada de dar.

Sistema formal natural £

1. Simbolos:
a) varidveis proposicionais
b) conectivos logicos: —, A, V, =, <>

¢) simbolos auxiliares: ( e )
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2. Formulas bem formadas: de acordo com o definido atras.

3. Axiomas: nao tem.

4. Regras de inferéncia: as da Tabela RI.

Tabela RI

A, BFAAB

ANBF B

ANBEFA

A-AVB

BFAVBEB

A A—BFB

-B,A— BF -A

A—-B, B—-CFHA—-C

AVB,-AF B

AV B,-BF A

A—-B -A—-B+FB

A< B+FA—-B

A< BFB - A

A—-B, B—-A+FA+ B

A -AF B

Lei da combinacao

Lei da simplificagao

Variante da lei da simplificagao

Lei da adigao

Variante da lei da adicao

Modus ponens

Modus tollens

Silogismo hipotético

Silogismo disjuntivo

Variante do silogismo disjuntivo

Lei dos casos

Eliminagao da equivaléncia

Variante da eliminagao da equivaléncia

Introdugao da equivaléncia

Lei da inconsisténcia

20
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Um teorema muito til é o seguinte:

Teorema da Dedugao. Sejam A, B, A1, Ao, ..., A, formulas bem formadas.
Se

A1 Ag, oy Ay, AF B

entao

Al, AQ, ceny Anl_A—>B

Por outras palavras:
Se das premissas Aj As, ..., A, e A deduzimos B entao das premissas A, Ao, ..., A,
deduzimos A — B.

As regras de inferéncia da Tabela RI juntamente com o Teorema da Deducao fazem de
L um sistema completo, i. e., se A = B, entdao A F B. 0 sistema £ é também correcto, i.
e.,se A B, entao A = B.

Consequentemente, Aq, Ao, ..., A, - B seesése Ay AN As A ... N A, — B é uma

tautologia; de igual modo uma fbf P é um teorema em L se e s6 se for uma tautologia.

7.1 Exemplos de demonstragoes formais em L:

Cada uma das propriedades da Tabela RI pode ser designada por uma abreviatura,
por exemplo, MP para modus ponens, MT para modus tollens, e assim por diante. E esta
abreviatura que se usa na justificacao de cada um dos passos das demonstracoes formais
dos dois teoremas que se seguem.

Teorema: AV B+-4— B

Pelo Teorema da Dedugao (TD) basta provar o seguinte

Teorema: AV B, “A+ B

Prova:
1. AvB premissa
2. —A premissa
3. B 1., 2. e SD

Teorema: A — (B—C), A— B, A+ C.

Prova:
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1.A—- (B—C) premissa
2. A— B premissa
3. A premissa
4. B MP, 2. e 3.
5. B—C MP, 1. e 3.
6. C MP, 4. e 5.

Aplicando o TD sucessivamente ao teorema anterior, obtém-se o

Teorema: A - (B—C)F (A— B)— (A—C)

Sistema formal de Hilbert H

1. Simbolos

(a) varidveis proposicionais
(b) conectivos logicos: — e —

(c) simbolos auxiliares: (e )
2. Férmulas bem formadas

(a) férmulas atémicas

(b) férmulas compostas: Se A e B sdo fbf entdao A e A — B sao também fbf’s.
3. Axiomas
H1l) A— (B— A)
H2) (A—-(B—-C)—>(A—=B)— (A—=0))
H3) (-A— -B) — ((mA— B) = A)

4. Regras de inferéncia (s6 uma):

Modus Ponens (MP): A, A— B+ B

7.2 Exemplos de demonstragoes formais em H:

1) E 6bvio que, dada uma fbf A num sistema formal, se tem sempre que A - A. Entao,

aplicando do Teorema da Deducdo, obtemos o teorema H A — A. A seguir damos uma
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demonstracao formal deste teorema no sistema de Hilbert, sem recorrer ao Teorema da

Deducao:
. A= (A—=A4) =) > (A-A—=>(A—-A) = (A= A) H2
2. A= (A= A)—)) H1
3. (A=-(A—=-(A—=A) - (A= 4) 1,2, MP
4. A—» (A— A) H1
5. A— A 3,4, MP

2) Teorema: Q@+ P — Q

Prova:
1. Q premissa
2.Q—(P—Q) H1
3. P> Q 1,2, MP

3) Teorema: A—+ B, B—-CF A—C

Prova (usando a regra T2 provada em 2)):

1. A—» B premissa
2. B—>C premissa
3. A—» (B— () 2, T2
4. (A-(B—=C) = (A= B)— (A—=0) H2

5. (A= B) = (A= O) 3, 4, MP
6. A—>C 1,3,MP

7.3 Exercicios.

1. Prove as regras seguintes, usando tabelas de verdade.

(a) Modus ponens (b) a—b, (—a—b)=b

2. Para cada um dos seguintes argumentos, diga quais das regras de inferéncia dadas
na Tabela RI sao usadas.

(a) Se o Joao esteve na festa de ontem, entdo faltou a primeira aula da manha.
O Joao nao faltou a primeira aula da manha. Consequentemente o Joao nao
esteve na festa de ontem.

(b) Se eu fizer isso, serei criticado, e se o nao fizer, serei criticado. Consequente-

mente, serei criticado.
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(c) Se estd frio e humido, entdo é claro que esté frio.

(d) Se o Sr. Santos e a Sra. Santos ganham mais de 3 500 contos por ano, a familia
Santos pode ter férias na Madeira. Como eu sei que o Sr. Santos e a sua esposa
ganham mais de 3 500 contos, concluo que a familia pode ter férias no Madeira.

(e) Eu sei que a Francisca levou o Fiat ou o Citroen. A Francisca nao levou um

Citroen. Consequentemente, levou o Fiat.

(f) Se o Quim esta em casa ent@o ¢é certo que ele estd em casa ou no escritério.

3. Demonstre os seguintes argumentos. Use como regras de inferéncia apenas o modus
ponens, o modus tollens e a lei da combinagao. Indique as regras usadas em cada

passagem.

(a) p,p—=>(qVr), (gVr) —>shks
by p—q,q—r,rk-p

(c) p,p—=qFpAg

4. A demonstracio seguinte deduz R das premissas PV @), P —+ R e (Q — R. Falta
colocar as justificagoes dos varios passos. Complete a demonstracao, sabendo que
para além das regras de inferéncia da Tabela RI também se usa o PVQ = (=P — Q).
1. PVQ
2. °P—>@Q
3.Q—R
4. -P =+ R
5. P— R
6. R

5. Dada a premissa PAQ, demonstre PV Q. Use as regras de inferéncia da simplificacao

e da adigao.

6. Use o Teorema da Dedugdo para mostrar que @ = (P — Q). Use este resultado
para mostrar que = Q — (P — Q).

7. Tomando como premissas P — @), Q@ — R, e R — P, deduza formalmente P < Q.

Use apenas o silogismo hipotético e a lei da introducao da equivaléncia.
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8. Use o Teorema da Dedugao e a lei da adigdo para demonstrar que = P — (P V —P)
e = =P — (P V —=P). Que deducdo pode fazer imediatamente de = P — (P V —P)
e =P — (PV~-P)?

9. Considere o sistema natural L.

(a) Faca uma demonstracao formal de PAQ = Q A P.

(b) Demonstre formalmente que P — (@ — R) e P A Q — R sao equivalentes.

10. Apresente uma demonstragao formal para a equivaléncia das seguintes proposicoes:

(a) Equivaléncia entre (pV¢q) = re(p—=7r)A(g—T)

(b) Equivaléncia entre (p Aq) > rep— (¢ — )

11. Considere o sistema formal de Hilbert H.

(a) Complete a demonstracao do teorema (=B — —A) — (A — B) apresentada a
seguir, justificando convenientemente cada passo.
1. -B = —-A
2. (B —-A4) - ((wB— A) = B)
3. A= (=B — A)
4. (-B—A)— B
5. A= B
6. (B — —-A) - (A — B)

(b) Demonstre formalmente os teoremas seguintes:

(a) ——A— A (by A———A
) —A=A (d) A, BF —(A— -B) (ic, A B AAB)
(e) (A — B) — (—|B — —|A) (f) —\(A — —|B) FB

8 Algumas consideracgoes sobre a demonstracao de implicacoes

Muitos dos teoremas da Matemética sao implicagoes (ou equivaléncias, que sdo conjungoes
de implicagdes). Para provar que P = @, ou seja, que de P se deduz @, ou se quisermos,
que P — (@ é tautologia, mostra-se que se P é verdadeira também () o é. Notemos

entretanto que sao validas as seguintes equivaléncias légicas:
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(1) p=q=—qg—p
(2) p—>q=pA—q—F

(A verificacao de (1) e (2) fica como exercicio.)
As propriedades (1) e (2) proporcionam dois métodos para provar uma afirmacao da
forma P = Q). Sao eles:

1) Prova indirecta, baseada em (1):

2) Prova por contradigao (ou reducao ao absurdo), usando (2).

Exemplos

1. Vamos fazer uma demonstracao indirecta de que “Se 5n+2 é impar entao n é impar.”:

Suponhamos que n nao é impar, ou seja, n é par. Entao 5n também é par, visto que
o produto de um niimero qualquer por outro par é sempre par. Como a soma de dois
pares é par, conclui-se que 5n + 2 é par, i.e., 5bn 4+ 2 nao é impar.

2. E bem conhecida a seguinte propriedade:

(A)  “Se (an)neN € (bn)nen sdo duas sucessoes convergentes entao a sua soma
(avap, + Bby)nen também é convergente (para quaisquer constantes « e 3).”

Vamos provar por contradigao a propriedade seguinte (que é também conhecida):

(B)  “Se (an)nen € convergente e (b, )nen € divergente entao a sucessao
(an + bp)nen é divergente.”

Demonstragao de (B): Sejam (a,,)nen uma sucessdo convergente e (b, )pen uma su-
cessao divergente . Suponhamos, por contradigao, que (a, + by,)nen € convergente.
Entao a sucessao ((an + by) — an)nen € convergente, atendendo a propriedade (A).
Como (a, + by) — an = by, isto significa que (b, )pen é convergente, o que contradiz

a hipdtese. Consequentemente (a, + by)nen tem de ser divergente.

3. Vamos provar que

pAq—r1,p, T g

usando prova por contradicao. No decorrer da demonstracao formal feita a seguir
as designacoes “premissa”’e “hipétese”’tém dois papéis distintos: As premissas sao
nete caso p A ¢ — r, p e -r; chamaremos “hipétese”a uma premissa nao dada mas

assumida tendo em vista a prova por contradicao.
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l.pAg—r1r premissa
2. p premissa
3. q hipétese
4. pAgq LC, 2. e 3.
5.1 MP, 1. e 4.
6. —r premissa
7.7 AT LC, 5. e 6.

Juntando as premissas dadas a negacgao da conclusao pretendida (ou seja, de —q),
obtivemos a contradigdo r A =r. Logo concluimos a veracidade da afirmagao
PpAqG—=T,p, T q.

9 Exercicios

1. Traduza a frase “Uma condicao necessaria para que o Jorge tenha 14 a Matematica
Discreta é ter estudado muito.”em céalculo proposicional, usando p com o significado
de “O Jorge tem 14 a Matematica Discreta.” e ¢ com o significado de “O Jorge estudou

muito.”

2. Representando “Faz bom tempo”’por p, “Vou a praia”por ¢, “Passo a Matemaética
Discreta”por r e “Tenho umas boas férias” por s, traduza as duas frases seguintes em
calculo proposicional:

(a) “Fazer bom tempo é uma condigdo necessiria para eu ir a praia.”

(b) “Passar a Matemadtica Discreta é condigao suficiente para ter umas boas férias.”

3. Defina tautologia e mostre que a férmula bem formada
pVagVrVsVt—=pAqgATNsN\t

nao é uma tautologia.
4. Demonstre formalmente que das premissas pV g, =p e ¢ — r se deduz r.

5. Defina contradicao e mostre que a férmula bem formada
(p—=qgATANS)=>pVagVrVvt

nao é uma contradicao.
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6. Seja p a proposicao “Conduzes a uma velocidade superior a 110.”e ¢ a proposicao
“Apanhas uma multa de velocidade”. Traduza as frases seguintes usando p e ¢ e

conectivos légicos.
(a) Conduzes a uma velocidade superior a 110 mas nao apanhas uma multa de
velocidade.

(b) Se nao conduzires a uma velocidade superior a 110, ndo apanhas uma multa de
velocidade.

(¢) Conduzires a uma velocidade superior a 110 é condicao necesséria para apanha-

res uma multa de velocidade.

7. Faga uma demonstracao formal de que das premissas —p — gAr, p — s, —s se deduz
q.

8. Diga se cada uma das implicagoes é verdadeira ou falsa, justificando sucintamente:

(a) Se 1+ 1 = 3 entdo os caes tém asas.

(b) Se 14+ 1 =2 entao os caes tém asas.

9. Seja p a proposicao “Vou passar a todas as disciplinas’e ¢ a proposicao “Vou fazer
férias no Brasil”. Traduza as frases seguintes por meio de férmulas proposicionais.
(a) Se passar a todas as disciplinas, vou fazer férias no Brasil.

(b) Para fazer férias no Brasil é necessario e suficiente que passe a todas as disci-
plinas.

C

d

Se fizer férias no Brasil, passo a todas as disciplinas.
Vou fazer férias no Brasil s6 se passar a todas as disciplinas.
f) Passo a todas as disciplinas ou vou fazer férias no Brasil.

(c)
)
(e) E condicao necessaria para fazer férias no Brasil que passe a todas as disciplinas.
(f)
) Ou passo a todas as disciplinas ou nao vou fazer férias no Brasil.

(g

10. Averigue se os seguintes argumentos estao correctos, indicando, para cada argumento

correcto, a regra de inferéncia que é usada.

(a) O ndmero log, 3 é irracional se nao for igual a razao de dois inteiros. Por
conseguinte, como log, 3 nao é igual a razao de dois inteiros, conclui-se que

log, 3 é irracional.
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b) Se n é um numero real tal que n > 1, entao n? > 1. Suponhamos que n2 > 1.
q b} p q
Entaon > 1.

(c) Se n é um nimero real tal que n > 3, entdo n? > 9. Suponhamos que n? < 9.
Entao n < 3.

(d) A fungao f tem derivada nula no ponto a ou nao tem derivada em a. Como f

tem derivada em a, conclui-se que f’(a) = 0.

11. (a) Representando as proposicoes pelas letras indicadas
p: “Durmo menos do que 7 horas por dia.” ¢ : “Trabalho muito” r : “ Estou cansado”

traduza logicamente as frases seguintes:

i. “Se durmo menos do que 7 horas por dia entdo trabalho muito.”

ii. “Se trabalho muito e durmo menos do que 7 horas por dia entao estou
cansado.”

(b) Quando é que um argumento da forma “De A, Asg, ... e A, deduz-se B”se diz

correcto?

(c) Diga, justificando, se o seguinte argumento é ou nao correcto: “Se durmo menos
do que 7 horas por dia entao trabalho muito. Se trabalho muito e durmo menos
do que 7 horas por dia entdao estou cansado. Eu nao estou cansado. Logo eu
nao trabalho muito.”

12. Averigue se os seguintes argumentos estao correctos, indicando, para cada argumento
correcto, a regra de inferéncia da Tabela RI que é usada.

(a) O resto da divisdo de um numero par n por 4 é 0 ou 2. Assim, se o resto da

divisdo de um niuimero par n por 4 nao é 0, entao é 2.
(b) Se n é um nuimero primo entao é impar ou igual a 2. Logo se n é um nimero
par diferente de 2, concluimos que n nao é primo.
T
% sex >0

1 sex <0
IR, entao é continua em todo o IR. Como a fungao f é continua em todo o IR,

(¢) Se a fungao f definida por f(x) = é diferenciavel em todo o

concluimos que f é diferencidvel em todo o IR.

13. Perante o tribunal compareceram A, B e C, acusados de roubo. Estabeleceu-se que:
Se A nao é culpado, culpado é B ou C.
Se A nao é culpado entao C nao é culpado.

Se B é culpado entdao A é culpado.
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Serd possivel decidir sobre a culpabilidade de A a partir destes factos? Se sim

determine se A é ou nao culpado.



Capitulo II

CALCULO DE PREDICADOS

1 Predicados e quantificadores

Consideremos as afirmagoes seguintes:

x € par. (1.1)

x € tao alto como y. (1.2)
x+y=0. (1.3)

x € pai de y. (1.4)

Denotemos a afirmagao (1.1) por p(x). Claro que nao faz sentido dizer se p(z) é verdadeira
ou falsa. Mas se substituirmos o z por um numero natural, j4 o podemos fazer. Assim
p(2) é verdadeira e p(3) é falsa. Analogamente, denotando a afirmacao (1.3) por q(z,y),
podemos afirmar que ¢(1,2) é falsa e ¢(—2,2) verdadeira. Também as afirmagoes (1.2) e
(1.4) podem ser tratadas de forma similar atribuindo as varidveis valores num determinado
universo de pessoas.

Em geral, uma afirmacao envolvendo as varidveis x1, x2, ..., £, pode ser denotada
por p(z1, 2, ..., x,); p diz-se um predicado de aridade n ou um predicado n-drio. Em
particular, se n = 1, p diz-se unério, se n = 2, diz-se binério.

Atentemos agora nas afirmagoes:

Todo o x € par. (1.5)
Algum x € portugués. (1.6)
Existe um x tal que x + x = 0. (1.7)

Para expressar estas afirmacoes podemos usar, para além dos simbolos de predicado, os
) )

quantificadores universal e existencial. Usamos Vx para significar “para todo o x”, “todo

o 2”7, "para qualquer x, etc. Escrevemos dx para expressar de “existe um x”, “existe
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algum z2”, “existe pelo menos um x”, “para algum z”, etc. Assim, usando os simbolos de

predicado p e ¢ com o significado descrito atrds, podemos representar (1.5) por
Va p(z) (1.8)
e (1.7) traduz-se por
Jz q(z, x) (1.9)

Quanto a (1.6), se representarmos “x é portugués”por t(x), obtemos
Jx t(x) (1.10)

Podemos combinar o ja aprendido no calculo proposicional com estes dois novos ingre-
dientes, os predicados e os quantificadores. Por exemplo, sejam as expressoes

s — Jzp(x) (1.11)

p(G) Ap(r) — p(t) (1.12)

e tomemos para universo do discurso um certo grupo de pessoas; seja s a proposicao
“Faz sol”, atribuamos a p(x) o significado de “z vai & praia”e sejam j, r e t trés pessoas
desse grupo, respectivamente, Joana, Rui e Tiago. Deste modo, obtemos para (1.11) a
interpretagao
“Se faz sol entao alguém vai a praia.”
e para (1.12) a interpretagao
“Se a Joana e o Rui vao & praia entao o Tiago também vai a praia.”

Exercicios da Secgao 1

1. Expresse as seguintes afirmacoes na forma de calculo de predicados. O dominio

considerado é o conjunto dos niimeros inteiros.

(a) Se z estd entre 1 e 2, e se y estd entre 2 e 3, entao a diferenca entre x e y nao
pode exceder 2. Use o predicado b(z,y, z) se x estd entre y e z, e use d(z,y, 2)
se a diferenca entre x e y é maior do que z.

(b) Se x é divisivel por quatro entdo x nao pode ser primo. Use d(z,y) se x é

divisivel por y e p(z) se x é primo.

(c) z+y=zex+z=u. Use s(z,y,2)se x+y==z.

2. Suponha que o universo de discurso é um grupo de pessoas. Traduza a afirmacao
“Toda a gente aqui fala inglés ou francés.”em célculo de predicados.
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3. Expresse ”Nenhum ntimero natural é negativo.”supondo que o universo do discurso

7

[§]

(a) o conjunto dos nimeros naturais;
(b) o conjunto dos nimeros inteiros;

(¢) o conjunto dos nimeros reais.

4. No dominio de todos os animais como traduziria as seguintes expressoes em calculo

de predicados?

(a) Todos os ledes sao predadores. (b) Alguns ledes vivem em Africa.
(c) S6 os ledes rugem. (d) Alguns animais comem insectos.
(e) As aranhas comem insectos. (f) As aranhas s6 comem insectos.

5. No dominio dos ntimeros naturais escreva simbolicamente as seguintes expressoes
usando p(x) para "z é primo”e ¢(x) para "z é par”. Pode usar também x < y para
cada x e y.

(a) Alguns primos sao pares.
(

b
(c

(d) Nao existem numeros primos menores que 3.

Todos os niimeros pares sao maiores do que 1.

Um nimero par é primo se e s6 se for menor que 3.

)
)
)
)

2 Formulas bem formadas

Expressoes como as (1.8), (1.9), (1.10), (1.11) e (1.12) sao exemplos de férmulas bem
formadas do céalculo de predicados, que vamos definir a seguir.

Simbolos do Calculo de Predicados:
Variaveis: z, y, z, ...

Constantes: a, b, c, ...

Simbolos de predicado: p, g, r, ...
Conectivos: =, A, V, =, <
Quantificadores: V, 3

Auxiliares: ()

Chama-se termo a toda a varidvel ou constante.
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Um predicado atémico é toda a expressao do tipo p(ty,te, ..., t,) onde p é um simbolo
de predicado de aridade n e t1, ts, ..., t, sao termos; V, F e todo simbolo proposicional sao
também predicados atomicos.

Férmulas bem formadas (fbf)

e Todo o predicado atémico é uma férmula bem formada;

e Se A e B sao fbf’s e x é uma varidvel, entao as expressoes seguintes sao férmulas

bem formadas:

(A), A, ANB, AVB, A— B, A< B, Jr AeVz A

Prioridade dos conectivos e quantificadores:

™ EIE, Vy

A
V

—

Escopo de um quantificador:

Na fbf dz A, A diz-se o escopo do quantificador Jzx.
Na fbf Vz A, A é o escopo do quantificador V.

Exemplo: O escopo de dz na fbf

Jzp(z, y) = q(x) (2.1)
é p(x,y). O escopo de Jx na fbf

Az (p(x, y) — q(x)) (2.2)

éple,y) = q().

A ocorréncia de uma variavel x numa fbf diz-se limitada se ela figurar num quantificador
ou estiver no escopo de 3z ou de Vx. Caso contrério, diz-se livre ou muda. Por exemplo,
as duas primeiras ocorréncias de x em (2.1) sao limitadas, a ultima ocorréncia de x é livre
e a Unica ocorréncia de y é livre. Em (2.2), todas as ocorréncias de z sao limitadas.

Exercicios da Secgao 2
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1. Determine as varidveis livres e as limitadas em (Vz3yp(z,y, 2) A q(y, 2)) Ar(z).

2. Escreva uma fbf do célculo de predicados que contenha um quantificador existencial,
um quantificador universal, dois simbolos de predicado, A e B, o primeiro de aridade
2, segundo de aridade 1, a ocorréncia da varidvel x duas vezes, ambas limitadas, a

ocorréncia da varidvel y trés vezes, duas limitadas e uma livre.

3 Semantica

Interpretacoes

Na primeira secgao interpretdmos algumas fbf’s do cédlculo de predicados. Vamos pre-
cisar o significado de interpretacao de uma fbf.

Uma interpretacdo para uma fbf consiste em:

e Um conjunto nao vazio D, chamado dominio ou universo da interpretagdo, junta-
mente com uma correspondéncia que associa os simbolos da fbf com elementos de D

do seguinte modo:

e A cada simbolo de predicado corresponde uma determinada relacido entre elementos
de D. Um predicado sem argumentos é uma proposicao e atribui-se-lhe um dos
valores V ou F.

e A cada varidvel livre faz-se corresponder um elemento de D. A todas as ocorréncias

livres de uma mesma variavel faz-se corresponder o mesmo elemento de D.

e A cada constante faz-se corresponder um elemento de D. A todas as ocorréncias de

uma mesma constante faz-se corresponder o mesmo elemento de D.

Exemplo Uma interpretacao possivel para a fbf

Jz vy (q(z,y) — q(y, 2)) (3.1)

Q\

Universo: alunos de uma dada escola;
q(z,y) == “x é amigo y.”
z := ¢, onde ¢ representa uma determinada pessoa chamada Carlos.

Deste modo, o significado de (3.1) é: “Existe um aluno tal que aqueles de quem ele é

amigo sao amigos de Carlos.”
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Uma outra interpretacao para a mesma fbf:

Universo: IR (3.2)
q(z,y) =z xy=0
z:=2

Com a segunda interpretagao obtemos uma proposicao verdadeira. Na verdade, seja
x = 1. Entao, se g(z,y) for verdadeira, temos 1 x y = 0, pelo que tem de ser y = 0
e, consequentemente, y X y = 2; ou seja, q(y,a) é verdadeira. Portanto, a implicagao
q(1,y) — q(y,2) é verdadeira para todo o y. Havendo um x que torna a implicagao
q(z,y) — q(y,2) verdadeira, concluimos que JzVy (¢(x,y) — q(y,z)) é verdadeira para
esta interpretacao.

Seja A uma fbf, x uma varidvel e t um termo. Entao
SyYA

representa a expressao obtida substituindo todas as ocorréncias de x por t.
Uma fbf diz-se uma variante de Vx A se for da forma Vy Sy A onde y é uma varidvel.
Analogamente, 3z A e Jy SjA sao variantes uma da outra.

Validade

Uma fbf do céalculo dos predicados diz-se:
vdlida ou uma tautologia, se for verdadeira para todas as possiveis interpretacoes;
satisfazivel, se existirem interpretagoes para as quais ela é verdadeira;

contraditéria ou uma contradi¢io, se for falsa para qualquer interpretagao.
Se A é uma fbf valida, escrevemos = A.
Se B é uma fbf, entao toda a interpretacao que torna B verdadeira diz-se satisfazer B.

Toda a interpretacao que satisfaz B diz-se modelo de B.

Exemplo A interpretagao (3.2) é um modelo de (3.1). Fica como exercicio arranjar uma

interpretacao de (3.1) que a torne falsa e concluir que, portanto, (3.1) ndao é uma tautologia.



Matematica Discreta - Departamento de Matematica - EST-IPV - — Cap. IT 37

Exercicios da Secgao 3

1.

Expresse sob a forma de predicados S5 p(z,y), Sy p(x,y), Sy (p(x)A\Vrg(x)) e SY (p(z)A
a(y) Ar(z,y)).

. Um universo contém trés individuos a, b e c¢. Para estes individuos, define-se um

predicado ¢(z,y), cujos valores 16gicos sao dados pelo quadro seguinte:

a b ¢
a|lV F V
b|F V V
F V V

Estude a veracidade de:
(i) VzIy q(z,y) (ii) Yy q(y,b) (iii) Yy q(y, y) (iv) 3z —q¢(a, x)
(v) Vyq(b,y) (vi) Yy q(y,y) AVxIyq(z,y).

Um universo de discurso consiste em trés pessoas, nomeadamente, Joao, Maria e Jo-
ana. Os trés sao estudantes, e nenhum deles é rico. Os simbolos de predicados e, h, m

e r correspondem a ser estudante, ser homem, ser mulher e ser rico, respectivamente.

(a) Para cada uma das expressoes seguintes, diga se é verdadeira ou falsa: Vz e(x),
Vem(x) VVzh(z), Ve (m(x)V h(z)), Jrr(z) e Jz(m(z) — r(x)).

(b) Supondo p verdadeiro e ¢ falso, determine YV p, Vagq, Iz (p Am(x)), 3z (pV
m(z)) e Jz(qV m(x)).

Seréd que a expressao p(z) — (p(x) V q(x)) é valida? Justifique.

Numa certa interpretagao o dominio consiste nos individuos a, b e ¢, e existe um
predicado p de aridade 2 tal que p(x,z) é verdadeiro para todos os possiveis valores
de z, p(a,c) é verdadeiro e p(x,y) é falso para todos os outros casos em que x é
diferente de y. Determine o valor logico de

(a) p(a;b)Ap(a,c)  (b) ple,b)Vipla,e)  (¢) p(b,b)Ap(e,e) () p(e,a) = p(e;c)

Seja A a expressio (p(z) — q(y)) A —q(y) A p(y).

(a) Determine um modelo para A.

(b) Comente a seguinte afirmacao: “A expressao VzVyA é uma contradi¢ao.”

Mostre que (p(x) = q(y)) A (¢(y) — r(2)) = (p(2) — ¢(2)) nao é vélida.



Matematica Discreta - Departamento de Matematica - EST-IPV - — Cap. IT 38

4 Foérmulas equivalentes

Duas fbf’s A e B dizem-se logicamente equivalentes se A <> B for valida. Neste caso,

escrevemos

A=B

Segue-se uma tabela com algumas equivaléncias béasicas.

Equivaléncias bésicas no cédlculo de predicados:

1.VxA=A se z nao for livre em A
2.dzA=A se x nao for livre em A
3. Vz A=VySjA se y nao for livre em A
4. Jx A=3JySjA se y nao for livre em A
5. Ve A= SFAAVz A para todo o termo ¢

6. IrA=SFfFAVvIr A para todo o termo ¢

7.Vx(AVB)=AVVzB se & nao for livre em A
8. Jx(AANB)=AAN3JxB se & nao for livre em A

9. Vx(AANB)=Vx AANVz B
10. 3x(AVB)=3xAv3izB
11. VaVy A = VyVx A

12. Jxdy A=dydz A

13. -z A=Vzr-A

14. -Vx A = 3Jzx-A

Vamos provar e comentar algumas das equivaléncias. A prova das restantes fica como

exercicio.
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1. Queremos mostrar que Vx A <> A é uma tautologia. Como x néo é livre em A, seja
qual for a interpretacdo que considerarmos, a veracidade de A é independente do z que
figura no quantificador Vz. Logo A é verdadeira se e sé se Vx A o for, ou seja, Vx A e A
vao ter sempre o mesmo valor logico.

Exemplos de aplicacao da propriedade 1: Yz Jyp(y) = Jyp(y), Yxq(y,2) = q(y, 2).

Mas é claro que Va Iy r(z,y) # Jyr(z,y). (Porqué?)

5. Dado um determinado universo, Y A é verdadeira se e s6 se A é verdadeira para
toda a concretizacdo de x nesse universo. Entdo, em particular, A é verdadeira para
z = t. Como a conjuncao de duas proposicoes verdadeiras é verdadeira, conclui-se que
SFANVz A é verdadeira. Reciprocamente, se S AAVz A é verdadeira entao, por definicao
da conjungao, Vx A tem de ser verdadeira.

Exemplo: Vz3y s(x,y) = Jy s(z,y) A VaIy s(z,y).

8. Se existe um elemento x do universo tal que A A B é verdadeira para esse x entao
A e B sao verdadeiras para esse x. Mas, como z nao ¢ livre em A, a veracidade de A
nao depende de x, logo A A dz B é também verdadeira. Reciprocamente, se A A Jx B é
verdadeira, temos que A é verdadeira independentemente de x e B é verdadeira para um
certo x, logo A A B é verdadeira para esse x e, portanto, verifica-se que 3z (A A B).

Exemplo: 3z (p(2) A q(z)) = p(2) A Jzg(x).

Mas 3z (p(x) A q(x)) # p(z) ATz q(z).

As propriedades 13 e 14 sao as Leis de De Morgan para os quantificadores. A sua prova
fica também como exercicio. Notemos entretanto que, quando nos situamos num universo

finito U = {aq, aq, ..., an}, temos que:

- A fbf Vz p(x) representa uma conjuncao de proposigoes, pois se tem
Vzp(z) = plar) Ap(aa) A ... Aplan).
- A fbf 3z p(x) representa uma disjungao de proposigoes, verificando-se
Jzp(z) = p(a1) Vplaa) V... V plan) .
Aplicando as Leis de De Morgan (generalizadas) a cada um dos casos temos:
—Vaop(z) = =(p(a1) Aplaa) A ... Aplan)) = —plar) V —plaz) V ... V =p(an) = Fz —p(z)

~3zp(z) = =(plar) Vplaz) V...V plan)) = —p(ar) A —plaz) A ... A =plan) = Vo —p(z)
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Exercicios da Secgao 4

1. Use as equivaléncias légicas bésicas estudadas na aula tedrica e as leis de comu-
tatividade do céalculo proposicional para provar as equivaléncias légicas seguintes.

Suponha que x nao ocorre livremente em A.

(a) (J3zB)ANA=3x(BAA)
(b) (Ve B)ANA=Vz(BAA)

2. Em cada um dos casos seguintes, mova todos os quantificadores para o inicio da

expressao de forma a obter uma expressao logicamente equivalente.

(a) Yz p(x) Vv Vr(g(r) = p(x))
(b) Jzp(x) AJz(g(z) A p(z)).

3. Suponha que f(x) representa “r encontra um erro”e que g representa “o erro do
programa pode ser corrigido”. Traduza

v (f(x) = q).

4. Suponha que P representa a expressao Jyr(y). Use as regras bésicas sobre equi-
valéncias logicas estudadas na aula tedrica para mostrar que

Fz(PV q(x)) = Fxy(q(z) V r(y)).
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5 Argumentos correctos

Consideremos os seguintes argumentos:

1. Todos os gatos tém garras.
2. Tom é um gato.

3. Tom tem garras.

1. Vz (g9(z) — r(x))
2. g(t)
3. r(t)

1. Toda a gente fala francés ou inglés.
2. A Joana nao fala inglés.

3. A Joana fala frances.

1. Vz (i(z) V f(x))
2. —i(4)
3. £(5)

Ambos os argumentos estao correctos. Analisemos por exemplo o primeiro: Se Vz (g(z) —
r(x)) se verifica entdao g(x) — r(x) verifica-se para todo o z, em particular g(t) — r(t) é
verdadeira. Como g¢(t) se verifica, usando Modus Ponens concluimos 7(t).

Tal como no calculo proposicional, no calculo de predicados também escrevemos
Ay, Ay, ... A, E B

para afirmar que o argumento “ De Ay, As, ..., A, deduz-se B”é correcto, ou seja, que
A1 NAs A ... N A, — B é vilida.
Exercicios da Secgao 5

1. Averigue se cada um dos argumentos seguintes é ou nao correcto:

(a) Vep(z), Vo q(r) = Ve (p(z) Ag(r))
(b) Jzp(z) = Vo p(z)
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(¢) Fzp(x), Vo (p(z) = q(x)) = Vog(z)
2. Formalize os seguintes argumentos e diga se sdo ou nao correctos.
(a) H& aqui alguém que fala inglés e francés. Logo ha aqui alguém que fala inglés
e hé aqui alguém que fala francés.

(b) Todas as pessoas aqui presentes falam francés ou inglés. Logo todas as pessoas

aqui presentes falam francés ou todas falam inglés.

6 Sistema formal para o Calculo de Predicados

O sistema formal que vamos considerar para o cdlculo dos predicados é constituido por:

1. Simbolos:
VARV SR
paréntesis (e )
variaveis x, y, z, ...
constantes

simbolos de predicado

2. Formulas bem formadas: como definido atras.

3. Regras de inferéncia

e Todas as da Tabela RI
e Regras de inferéncia para o quantificador universal

e Regras de inferéncia para o quantificador existencial

4. Teorema da Deducao

O sistema formal acabado de descrever é completo e correcto, ou seja, verifica-se
Ay, Ag, ..., Ay, |E B se e s6 quando se verificar Ay, Ao, ..., A, = B. Dito doutro modo,
Ay ANAs A .. N A, — B é uma tautologia se e s6 se, dentro deste sistema formal, das

premissas Ai, Ao, ..., A, se deduz B.

Como mencionado, este sistema tem novas regras de inferéncia que respeitam aos quan-

tificadores. Vamos descrevé-las a seguir.
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Regras de inferéncia para os quantificadores universal e existencial

Eliminagao universal (EU)

A eliminacgao do quantificador universal, abreviadamente Eliminacdo Universal, é uma
regra de inferéncia que estabelece que da premissa Vx A(z) se deduz que A(t) é verdadeira
para todo o elemento ¢ do universo de discurso. Abreviadamente:

Vz A
SyA

Por exemplo, de Vz p(z,y) deduz-se p(z,y), onde z representa um qualquer elemento do
universo. Também por EU, se infere p(x,y) de V p(z,y). Outro exemplo: De Vz Iy q(z,y)
deduz-se Jy q(x, y); mas atengao, de Vz Jy q(x, y) ndo se pode inferir Iy q(y,y): é claro que
o = que torna ¢(z,y) verdadeira ndo tem de ser o préprio y.

Temos pois de respeitar algumas normas quando usamos a Elimina¢ao Universal, no-

meadamente:

De uma fbf da forma Vx A, podemos inferir uma fbf aplicando S} a A, se t for livre para
substituir z em A, i.e., se nao existirem ocorréncias x em A no escopo de algum

quantificador que limite ¢.

Por exemplo:

A varidvel x é sempre livre para substituir z em A(z).

Toda a constante é sempre livre para substiuir x em A(x).
Se y nao ocorre em A(x), y é livre para substiuir  em A(x).

Exemplos:

1. Demonstragao formal de Vx(h(z) — m(z)), h(s) F m(s):

1. Vz(h(z) = m(z)) premissa

2. h(s) premissa

3. h(s) = m(s) 1. e EU (S7)
4. m(s) 2.,3. e MP

Uma interpretacao:

1. Todos os humanos sao mortais.
2. Sécrates é um humano.
3. Sécrates é mortal.
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2. Demonstracao formal de

Va(f(d,z) — s(z,d) V r(z,d)), f(d,p), ~r(p,d) F s(p,d):

1. Va(f(d,z) = s(z,d) V r(z,d)) premissa

2. f(d,p) premissa

3. —r(p,d) premissa

4. f(d,p) — s(p,d) V r(p,d) L. e EU(Sy)
5. s(p,d) Vr(p,d) 2., 4., e MP
6. s(p,d) 3., 5. eSD

(Exercicio: Arranje uma interpretacao para este caso.)

Eliminacao existencial (EE)

A eliminacdo do quantificador existencial, abreviadamente Eliminacao FExistencial, é
uma regra de inferéncia que estabelece que da premissa 3z A(x) se deduz A(b), onde b é

uma nova constante na prova. Abreviadamente:

dz A
SpA

Exemplo: Vamos demonstrar que
Vrz—p(z) F —3zp(z) .

Na demonstragao vamos usar prova por contradi¢ao que, como vimos atrds, consiste em
assumir as premissas juntamente com a negacao da tese chegando assim a uma contradicao.

1. Jzp(x) hipétese (por contradicdo)
2. p(b) 1. e EE

3. Vx —p(x) premissa

4. —p(b) 3. e EU

5. p(b) A —p(b) 2.,4. e LC

6. F 5. (porque AN—-AF F)

Conclui-se Vx—p(z) F —Jzp(z), de 1., 3. e 6., por contradicao.

Introdugdo universal (IU)
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A introducao do quantificador universal, abreviadamente Intro¢do Universal, é uma

regra de inferéncia que estabelece que da premissa de que A(t) é verificada para todo o

membro do universo do discurso se deduz Vz A(z). Abreviadamente:

SYA
Vo A

Esta regra de inferéncia sé pode ser usada com limitacoes adequadas, nomeadamente:

De A deduz-se Vz A se x nao é varidvel pendente nem varidvel subescrita em A.

Antes de nos debrugarmos sobre os conceitos de varidvel pendente ou subescrita,

seguem-se dois exemplos de demonstracao formal onde é usada Introducdo Universal.

Note-se que em todos os casos esta regra de inferéncia foi aplicada nas condigoes seguintes:

tem-se uma fbf A onde figura uma certa variavel w que representa qualquer membro do

universo de discurso e aplica-se o quantificador universal afectado por uma variavel z a

S¥A.

Exemplos:

1. Demonstracao formal de Vz P(z), Vx(P(x) — Q(x)) F VxQ(x):

SRRl

VzP(x)

Va(P(z) = Q(z)
P(z)

P(z) = Q(z)
Q(z)

VzQ(z)

premissa
premissa

1., e EU(S?)
2. e EU(S%)
3., 4. e MP
5. eIU

2. Demonstragao formal de VaVyP(x,y) F YyVxP(x,y):

d.

W=

VaVyP(x,y)
VyP(z,y)
P(z,y)
VaP(x,y)
YyVaxP(x,y)

premissa

1. e EU(S?)
2. e EU(SY)
3. elIU

4. e IU

De forma a compreender as restrigcoes que se impoem na aplicagao da Introducao Uni-

versal, e que justificam as defini¢oes de varidavel pendente e variavel subescrita, considere-

mos alguns exemplos:

1) E claro que da premissa p(z) nio podemos deduzir Vz p(z). Na verdade é fcil ar-

ranjar uma interpretagao que torne p(x) verdadeira e Va p(x) falsa. Basta considerar
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4)

IN como universo, p(x) :=x € um primo diferente de dois. e atribuir & variavel livre

x o valor 3; entao p(3) é verdadeira mas Vx p(z) é falsa.

Suponhamos que temos a seguinte sequéncia de fbf’s:

1. p(x) premissa
2. Vz (p(x) — q(x)) premissa
3. p(x) — q(x) 2. eEU
4. q(z) 1.,3. e MP

Se aplicassemos a seguir o quantificador universal, acrescentando uma quinta linha
5. Vzg(x)

a prova formal ficaria incorrecta. Na verdade, adoptando a interpretacdo usada em
1) juntamente com ¢(x) := x € fmpar., vem que as premissas p(z) e Vz (p(z) — ¢(x))
sao verdadeiras mas Vz ¢(z) é obviamente falsa. (Justifique.)

Mais uma vez o problema decorreu do facto de x ser uma variavel livre numa pre-
missa, premissa essa que se usa em 3.
Seja a sequéncia de fbf’s

1. Jzp(x) premissa
3. p(x) 1. e EE

E evidente que de 3. nao podemos deduzir V p(z), pois é facil arranjar um exemplo

de interpretagao que torne Jx p(x) verdadeira e Vz p(x) falsa.

Um outro exemplo envolvendo EE:

1. VzVyp(x,y) premissa
2. Vz 3y ((p(z,y) = q(z,v)) premissa
3. Yyp(z,y) 1. e EU
4. p(z,y) 3. eEU
5. Jy ((p(z,y) — a(z,y)) 2. e EU
6. p(z,y) — q(z,y) 5. e EE
7. q(z,y) 4.,6. ¢ MP

Neste caso também nao podemos aplicar Introducao Universal & fbf de 7. Se o fizesse-

mos estarfamos a inferir Va ¢(x,y) das premissas Vo Vy p(z,y) e

Vz Iy ((p(z,y) — q(z,y)). Mas isso é incorrecto como se pode ver através da seguinte

interpretacao:

universo: IN
p(z,y) =x+y>0
q(z,y) =2 <y
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De acordo com este quadro, temos que:

— As premissas sao verdadeiras. A premissa V Vyp(x,y) é verdadeira, visto que
significa que a soma de quaisquer dois nimeros naturais é maior ou igual a zero.
Quanto a veracidade da premissa Va Jy ((p(z,y) — ¢(x,y)): Para ela ser ver-
dadeira tem de Jy ((p(z,y) — q(z,y)) ser verdadeira para todo o natural z;
isto verifica-se pois, como ¢(z,z) é verdadeira para todo o x, conclui-se que,
escolhendo, para cada natural z, y := =z, a implicagdo p(x,y) — q(z,y) fica
verdadeira.

Mas
—Vz q(x,y), que significa que todo o natural  é menor ou igual que um determinado

y, € obviamente falsa.

Nos exemplos anteriores aparecem variaveis pendentes e subescritas, de acordo com as

definicoes que se seguem.

Uma varidvel pendente define-se recursivamente do seguinte modo:
e Uma variavel z numa fbf A é uma varidvel pendente em A se x é livte em A e A é

uma premissa.

e Uma varidvel £ numa fbf A é uma varidvel pendente em A se A é inferida de uma

fbf na qual x é uma varidvel pendente.

Um exemplo:

1. p(z) premissa x é pendente
2. Vzq(x) premissa
3. q(x) 2. e EU

4. p(x) A q(x) 1., 3. e LC z é pendente

Nos exemplos 1) e 2) tinhamos também uma variavel pendente que impedia a aplicagao
de IU. (Verifique.)

Uma varidvel subescrita define-se recursivamente do seguinte modo:

e Uma varidvel x numa fbf A diz-se uma varidvel subescrita em A se x é livre em A e

existe uma constante b em A que foi criada pela regra EE.

e Uma varidvel z numa fbf A é uma varidvel subescrita em A se A é inferida de uma
fbf na qual x é uma varidvel subescrita.

Exemplo:
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1. Va3y p(z,y) premissa
2. Jyp(z,y) 1. e EU
3. p(x,c) 2. e EE x é subescrita

4. p(x,c) V q(z,y) 1., 3. e LA x é subescrita

Nos exemplos 3) e 4) foi também a presenga de uma varidvel subescrita que nao permitiu
o uso de Introdugao Universal. (Verifique.)

Seguem-se mais dois exemplos de demonstragoes formais onde se faz uso de IU.
Exemplos:

1. Teorema: VxP(x) F YyP(y)

Prova:
1. VzP(z) premissa
2. P(y) 1. e EU(SY)
3. YyP(y) 2. eIU

2. Um exemplo em que se usa o Teorema da Deducao:

Teorema: Vz(s(x) — p(z)) F Va(-p(r) = —s(x))

Prova:
1. Va(s(z) = p(x)) premissa
2. s(z) = p(x) 1. e EU(S?)
3. —p(x) hipétese
4. —s(x) 2.,3. eMT
5. —p(x) — —s(x) 3.,4.9eTD
6. Vr(—p(x) = —s(x)) 5. eIU

Introdugdo existencial (IE)

A introducdo do quantificador existencial, abreviadamente Introducao Existencial, é
uma regra de inferéncia que estabelece que da premissa de que A(t) se verifica para algum
membro ¢ do universo de discurso se deduz 3z A(x). Abreviadamente:

SYA
dz A

Mais precisamente:



Matematica Discreta - Departamento de Matematica - EST-IPV - — Cap. IT 49

De S7 A infere-se 3z A se t for livre para substituir x em A, i.e., se nao existirem ocorréncias

x em A no escopo de algum quantificador que limite ¢.

(Note-se que, por defini¢ao, assumimos que todo o universo é nao vazio.)

Exercicio: Dé um exemplo de aplicacao indevida de Introducao Existencial, justificando

com uma interpretagao adequada.

Exemplo: Demonstragao de Va(w(z) — r(z)), w(m) F Jzr(z):

1. Va(w(z) — r(z)) premissa

2. w(m) — r(m) 1. e EU (S%)
3. w(m) premissa

4. r(m) 2.,3. e MP
5. Jar(x) 4. e IE

Exercicios da Secgao 6

1.

Dados P e V(P — Q(x)), construa uma demonstracao formal para Vz Q(x). Como

regras de inferéncia, use eliminagdo universal, introducao universal e modus ponens.

Dados Vz—q(x) e Vz(p(x) — ¢(x)), dé uma demonstracao formal de Vz—p(x). Use

eliminagao universal, introdugao universal e modus tollens como regras de inferéncia.

Faga uma demonstragao formal para mostrar que 3z3y a(z,y) implica logicamente
Jydzra(x,y). Use eliminacdo existencial e introdugao existencial como regras de

inferéncia.
Demonstre formalmente que VzA(x) implica formalmente que JxA(z).

Suponha que f(x,y) denota o facto de z ser filho de y, e que p(z,y) denota o facto
de y ser um dos pais de x. Entao é claro que

Vavy(f(x,y) — p(z,y))

Faca uma demonstragao formal para mostrar que se Pedro é filho de Joana, entao
Joana é um dos pais de Pedro.

Se v(x,y) designa o facto de z e y viverem na mesma cidade, entao temos que
VavyVz(v(z,y) Ao(y, z) — v(z, 2))

Usando-o como uma das premissas, dé uma demonstracao formal de que se Pedro
vive na mesma cidade que Maria, e Maria vive na mesma cidade que Bruno, entao

Pedro vive na mesma cidade que Bruno.
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7 Regras para a igualdade

As interpretagoes de um predicado bindrio p(z,y) podem ser de vérios tipos. Por exemplo,

p(z,y) = “x é filho de y”

p(.%', y) =T 2y

p(z,y) = “x e y pertencem & mesma espécie”
Claro que cada uma destas interpretagoes s6 faz sentido num universo adequado. Assim a
primeira pode dizer respeito a um grupo de pessoas, a segunda a um conjunto de niimeros
e a terceira a um grupo de animais. Mas a atribuicao

p(x,y) = (z=1y)

tem sentido em qualquer universo que se considere. Dai o ser comum usar o predicado
bindrio da igualdade em fbf’s do calculo de predicados exactamente na forma x = y. Deste
modo, por exemplo, a expressao

Vo Jy (x = y) (7.1)

é uma férmula bem formada. Outro exemplo de fbf contendo o predicado igualdade:
JyVr (x =y) (7.2)
Exercicio: Mostre que (7.1) é valida mas (7.2) o nao é. Serd (7.2) contraditéria?

Justifique.

A igualdade é um predicado com que lidamos amiide no dia a dia matematico, e cujas
caracteristicas conhecemos bem. A seguir explicitam-se propriedades essenciais relativas a
igualdade.

Introducao da igualdade

(Qualquer coisa é igual a si propria)

Lei da existéncia

(Os dominios interpretativos sao sempre nao vazios)
F 3z (x=2)

Eliminagao da igualdade

(Coisas iguais tém as mesmas propriedades)

ty = ta, ¢(t1) = o(t2)
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Propriedades da igualdade

F Va(x = x) (reflexividade)
—t
FVaVy(z =y =y =1) (simetria) :
=s
e . r=s,s=t
FVaVyVz(r =y ANy =2 = x = 2) (transitividade) =
T =

Igualdade e unicidade

Enquanto o quantificador 3 significa “existe pelo menos um”, o simbolo 3* (ou 3!) usa-
se com o significado de “ Existe um e um s6”. Portanto 3'x refere-se nio sé & existéncia
de um r mas também a sua unicidade. Pde-se a questao: Como traduzir em céalculo de
predicados (s6 com o uso dos quantificadores ¥ ou 3) uma afirmacio do tipo 3'x p(z)?
Déo-se a seguir duas formas de expressar 3'x p(z). Fica como exercicio a verificacio de
que elas estao correctas.

e p(z) = Fz(p(x) AVy(ply) — (y = x))

Fap(z) = Jap(x) AVaVy(p(z) Aply) = (z =y))

Exercicios da Secgao 7
1. Use as regras de inferéncia da igualdade para mostrar que

(@=y)A(y<z)—>(z<2).

2. Considere e(z): x é um electricista, e seja j o representante de Joao. Expresse

simbolicamente “Jo&ao é o tnico electricista” com e sem o simbolo 3*.

3. Suponhamos que f(z) = y se x = y? e consideremos a seguinte “demonstracio
formal”
1.1=1 reflectividade da igualdade

2. 1= f(1) definicao de f
3. =1 = f(1) definicdo de f
4. 1=-1 transitividade da igualdade aplicada a 2. e 3.

Determine o erro.
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8 Exercicios

1. (a) Apresente uma interpretagao que torne a férmula bem formada p(z) A3y q(y) —
Vz p(x) falsa.

(b) Usando a alinea anterior que pode dizer sobre a afirmagao “p(z) A Jyq(y) F
Vo p(x)”?

2. Traduza logicamente as frases seguintes:

(a) “Para quaisquer dois niimeros reais = e y existe sempre um nimero real z tal
que r +z=y.”
usando d(z,y, z) com o significado de “x + z = y”e considerando que R é o
universo.

(b) “Todos os portugueses falam portugués mas nem todos falam francés.”

usando n(x), p(z) e f(x) com o significado de, respectivamente, “x é portugueés”,
“r fala portugués”’e “x fala francés”, e considerando como universo todas as

pessoas.

3. Prove formalmente que das premissas Jz M(z), Vz (M(x)— JyC(x,y)) e
Vo ((3yC(z,y)) — F(x)) se deduz que Jy F(y). Pode usar as regras de inferéncia
da Tabela RI e as eliminacoes e introducdes universais e existenciais.

4. (a) Diga quando é que uma férmula bem formada de calculo de predicados se diz
valida.
(b) Para cada uma das fbf’s seguintes, diga, justificando, se é ou nao vélida:
i Va (p(x) = p(x) A q(z))
ii. Vo (p(z) = p(x) V q(x))
5. (a) Verifique se a férmula bem formada (Vz3wp(z,w)) — (Vzp(z,c¢)) é ou nao
uma tautologia (i.e., se é vélida).

(b) Considere a seguinte sequéncia de fbf’s do cdlculo de predicados:

1. Vz3w p(z,w) premissa
2. Jwp(z,w) 1. e EU
3. p(z,¢) 2. e EE
4. Vzp(z,c) 3. elIU

Tendo em conta a resposta a alinea (a), poderd esta sequéncia ser uma demons-
tragdo formal correcta de que Vz3w p(z,w) F Vzp(z,¢)? Se nao, indique as

incorreccgoes.
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6. Seja P(x) a afirmagao “O estudante z fala japonés”e seja Q(y) a afirmacao “O curso

y tem um estudante que fala japonés”.

(a) Considerando para universo de discurso o conjunto de todos os estudantes dos
cursos de engenharia, traduza as frases seguintes em férmulas bem formadas de
calculo de predicados.

(al) H4 pelo menos um estudante que fala japonés.
(a2) Nenhum estudante fala japonés.

(b) Considerando para universo de discurso o conjunto de todos os cursos de en-
genharia, traduza as frases seguintes em formulas bem formadas de calculo de
predicados.

(b1) Todo o curso tem algum estudante que fala japonés.

(b2) Existe pelo menos um curso onde nenhum estudante fala japonés.

7. Considere as proposicoes e os predicados seguintes:
c: “Chove.” t: “E Outubro.” b: “E Abril.” f(x): “x fica em casa.”

p(x): “x vai a praia.” g(x,y): “x protege y.” m(x,y): “x é mae de y.”
Traduza logicamente as frases, considerando para universo do discurso todas as pes-

soas:

(i) “Se chove entao é Outubro ou Abril.”

(ii) “Se chove a Ana fica em casa.” (Pode representar “Ana”por “A”.)
(iii) “Se na@o chove todos vao & praia.”
(

iv) “Toda a mae protege os seus filhos.”

8. (a) Diga quando é que duas férmulas bem formadas do célculo de predicados se
dizem logicamente equivalentes.

(b) Apresente uma interpretacao para a qual a férmula bem formada p(t) A Vaq(z)
seja verdadeira e Vz(p(z) A ¢(x)) seja falsa.

(¢) As duas férmulas da alinea anterior serao logicamente equivalentes? Justifique.

(d) Atendendo as alineas anteriores, é evidente que nao se pode deduzir Va(p(z) A

q(z)) de p(t) e Vxg(x). Descubra entao o(s) erro(s) da seguinte demonstragao

formal:
1. Vaq(z) premissa
2. q(t) 1eEU
3. p(t) premissa
4. p(t) A q(t) 3,2eLC
5. Vz(p(z) Ag(x)) 4elU
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(e) Faga uma demonstracao formal do teorema: Vip(t), Vxq(z) - Vz(p(z) A q(x)).

9. Nas alineas seguintes consideram-se as férmulas bem formadas Yy a(y) — Vyb(y) e

Vz(a(z) — b(z)).

a) Dé um exemplo de um universo e significados para os predicados a(x) e b(x
Dé lo d i ignificad dicad b
que tornem Yy a(y) — Vyb(y) verdadeira e Vz(a(z) — b(z)) falsa. Justifique

sucintamente.

(b) Diga quando é que duas férmulas bem formadas se dizem logicamente equiva-
lentes. Conclua se Vya(y) — Yy b(y) e Vz(a(z) — b(2)) s@o ou nado logicamente
equivalentes.

(c¢) Faga uma demonstracgao formal de que Vz(a(z) — b(2)), Vya(y) F Yy b(y)

(d) Usando as alineas anteriores, averigue se é ou nao correcta cada uma das
afirmacoes:

(i) Yya(y) — Yyb(y) F Vz(a(z) — b(z)) (i) Vz(a(z) — b(z)) +
vy aly) — Yy b(y)

10. Indique o(s) erro(s) na seguinte “demonstragao formal”’de que de Vz3y (p(z) —

q(x,y)) se deduz Vz (p(z) — q(z,¢)):
1. Vz3y (p(z) — q(x,y)) premissa

2. Jy(p(z) = q(z,9)) 1. e EU
3. p(z) = q(z,¢) 2. e EE
4. Yz (p(z) = q(z,¢)) 3. eIU

11. (a) Atribuindo ao predicado p(z,y) a interpretagao x+y = 0, apresente, justificando
convenientemente, um universo para o qual a fbf Vz3y p(z,y)
i. seja verdadeira;
ii. seja falsa.
(b) Diga quando é que uma férmula bem formada do célculo de predicados se diz

contraditéria e averigue se a férmula bem formada (Vz3w p(z,w)) — (Vzp(z,¢))

¢ ou nao contraditéria.

(c) Indique o(s) erro(s) na seguinte “demonstracao formal”de que de Vz3w p(z, w)
se deduz Vz p(z, ¢):

1. Vz3w p(z,w) premissa
2. Jwp(z,w) 1. e EU
3. p(z,c) 2. e EE

4. Vzp(z,c) 3. eIU
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Capitulo III

CONJUNTOS, RELACOES E FUNCOES

1 Conjuntos

A prética ja tida com conjuntos familiariza com os axiomas seguintes:

Axioma da Extensao: Dois conjuntos sdo iguais se, e somente se, tém os mesmos ele-

mentos.

Axioma da Especificagdo: A cada conjunto A e a cada condi¢ao S(x) corresponde um
conjunto B cujos elementos sao exatacmente os elementos de A para os quais S(x) acontece.
Escreve-se B = {x|x € Ae S(z)} ou B={x € A|S(x)}'.

E bem conhecida a relacao C entre conjuntos:

ACB & Ve(xe A=z € B)

A=B & (ACBeBCA)

O conjunto vazio designa-se por () ou { }.
O conjunto universal designar-se-a4 por E, a menos que seja explicitado o contrario.

!Também se usa dois pontos, virgula ou ponto e virgula em vez de |.
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Operagoes entre conjuntos

Operacao Significado Diagrama de Venn
Interseccao N reANBexec ANz EB
Reuniao U reAUBsze AVvzreB
Complementagao | .¢ r €A H(x e A
Diferenga —|z€eA-BsxeAN-(z e B)

Lista sintese da relagao entre operagoes légicas e operagoes entre conjuntos:

equivaléncia
implicacao
conjuncao
disjuncao
negagao

Note-se ainda a correspondéncia existente entre os seguintes conjuntos e condicoes:

conjunto universal

conjunto vazio

identidade
inclusao
interseccao

reuniao

complementacao

condigao universal

condigao vazia

o6

Observe o paralelismo existente entre as propriedades sobre operacoes entre conjuntos

enumeradas na tabela seguinte e as propriedades sobre operacoes légicas listadas na Tabela

CP (na Seccao 3 do Capitulo I).
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Tabela PC
AUA=F Lei da complementacao
ANAc =10 Lei da exclusao
ANE=A Leis da identidade
AUup=A
AUE=F Leis da absorcao
AND=10
AUA=A Leis da idempoténcia
ANA=A
(A9 =A Lei da dupla complementagao
AUB=BUA Leis da comutatividade
ANB=BnNA
(AUB)UC =AU (BUC) Leis da associatividade
(ANB)NC=An(BNC)
AU(BNC)=(AUB)N(AUC) | Leis da distributividade
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQ)
(ANB)¢ = A°U B¢ Leis de De Morgan
(AUB)¢ = A°N B¢

Escrevemos U A; para designar a reuniao dos conjuntos A;, i € I, isto é,
el
x € UAi se e sbse x € A; para algum ¢ € [.
i€l
Analogamente, ﬂ A; denota a interseccao dos conjuntos A;, i € I.
i€l

n n

Se I ={1,2,...,n}, podemos escrever U A; e ﬂ A;, respectivamente.
i=1 i=1

Exemplos.

L {17, 27,37} = {1,2,3,4,9,8,27}  (Verifique.)
1<4i<3

() {1, 27,3} = {1} (Verifique.)
1<¢<3

U ] —n,n[=R (Verifique.)
neN\{0}

11 _
ﬂ | - o ﬁ[: {0}  (Verifique.)
neN\{0}
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1.1 Exercicio: Determine ﬂ |——, =L
neN\{0}

Dois conjuntos A e B dizem-se disjuntos se AN B = (). Dados conjuntos A;, i € I,
dizemos que eles sdo disjuntos dois a dois se para quaisquer i,j € I, com i # j, se tem

AiﬁAj:(Z).

1.2 Exercicio: Em cada uma das seguintes alineas, diga, justificando, se os conjuntos
sao ou nao disjuntos dois a dois.

(a) {2,3,5}, {4,6,8}, {11,22}

(b) {2,3,5}, {2,4,6}, {1,7,9}

O cardinal de um conjunto finito é igual ao nimero de elementos do conjunto. O
cardinal de um conjunto A designa-se por #A, cardA ou |A]|.
Se A e B sao conjuntos finitos, tem-se

card(AU B) = cardA + cardB — card(AN B).

Para Ay, ..., A,, disjuntos dois a dois, card(4; U ... U A,) = cardA4; + ... + cardA,.

Sejam A e B conjuntos. O produto cartesiano de A por B, designa-se por A x B e é
dado por
AxB={(a,b) :ac ANbe B}.

Analogamente, podemos considerar o produto cartesiano de n conjuntos:
Ap X Ag X ... X Ay, ={(a1,a9,...,an) : a1 € Ay Nag € As A\ ... Nay, € Ay}
Por definicdo, A" = A x A x ... x A.

Exemplo. Para A = {1,2} e B = {a,b,c}, tem-se que
AXxB= {(17(1)7 (1ab)a (170)7 (2,@), (2ab)> (276)}'

Se Ai, Ao, ..., A, s@o conjuntos finitos, entao
card(A; x Ag X ... X A,) = cardA4; x cardAg x ... X cardA4,, .

Seja A um conjunto. O conjunto poténcia de A ou conjunto das partes de A, designado
por IPA ou 24, é o conjunto de todos os subconjuntos de A.

Exemplo. IP({1,2}) = {0, {1}, {2}, {1,2} }.

Se A é finito, tem-se que
card(IPA) = gcard4.
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1.3 Exercicios

1. Para S = {2,a,3,4}, R = {a,3,4,1}, e E o conjunto universal, diga quais das
seguintes proposicoes sao verdadeiras.

(a)ae S (b)ae R ¢)R=S

(@) {a} €5 (e){fa}esS (OISR
(ggdcR (h)PeR (i){0}eRr
EZR (kKRCS (ORZS

2. Qual o cardinal dos conjuntos 0, {a,b}, {999} e C' = {1,2,3}?

3. Determine a reuniao, a interseccao e a diferenca de A e B, onde A = {2 : n é inteiro}

e B ={2 : n é inteiro positivo}

4. Determine (X UY)¢, XUY XU(YNZ)e (XUY)NZ, supondo que:
(a) o conjunto universal é E = {0,1,2,...,9}, X = {2,3,4}, Y = {1,2,5} e Z =
{2,5,7};

(b) o conjunto universal é o conjunto N de todos os nimeros inteiros positivos, X =
{ntmeros pares positivos}, ¥ = {numeros inteiros de 1 a 7} ¢ Z = {2, 5,7, 8}.

5. Mostre que
(RCHAN(SCQ)=RCQ

E correcto substituir R C Q por R C Q7 Justifique.

6. (a) Desenhe um diagrama de Venn para dois conjuntos A e B. Determine AN B
e AN B¢ A que é igual a reuniao de A N B com A N B¢? Verifique que essa
igualdade é satisfeita por quaisquer dois conjuntos A e B, usando propriedades

das operagoes de conjuntos.

(b) Siga um procedimento andlogo ao da alinea anterior para concluir que
(AUB)N (AU B°) = A.

7. Prove as seguintes igualdades que fazem parte das propriedades das operagoes sobre
conjuntos enumeradas na Tabela PC. O conjunto universal é designado por E.

ANA=A Anb=0, AnE=A, AUE=E, (AnB)=A°UB*
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Prove que a reuniao de conjuntos é associativa.
Prove que AN A°=0e AUD = A.

Partindo das propriedades enumeradas na Tabela PC, prove que, para todo o n > 0,

(a) AN (UL Bi) =UiL (AN Bi)  (b) AU(MiL, Bi) = Niey (AU Bi)
(¢) (Mimy Ai)° = Ui, A7 (d) (Ui A0 = iy A7

Prove que um conjunto A estd contido num conjunto B se e s6 se AN B = A, se e
s6se AUB = B.

Simplifique (AU (BUC)*NA°N(BNC)°) U A)“.

(a) Dé exemplos de conjuntos A, B e C' tais que AUB = AUC, mas B # C.
(b) Prove que AUB=AUC seesése B—A=C— A.

Use propriedades da reuniao, da interseccao e da complementacao para provar que
AN(A°UB)=ANB.
Mostre que (ANB)UC =AN(BUC) sse C C A.

Use diagramas de Venn para mostrar que podemos ter

AUBCAUCmas BZC
ANBCANC mas BZ C
ANB=ANC mas B#C

Por meio de diagramas de Venn, e supondo A e B conjuntos tais que AN B # (),
identifique os conjuntos

B¢, (AuB)‘, B—A° A°UB, A°NB.

Mostre que (A—B)—-C=(A—-C)—(B-C).

Prove que (ANB)N(CND)=(ANC)N(BND), usando as relagoes da Tabela PC.
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Seja A = {1,2,3}. Determine A x (A — {2}) e A%

Dado #A = 4. Determine #(A3) e #(24).

Seja A = {0,1,2}. Determine (A% — {(0,0)}) x A.

Seja A = {3,5,7} e B = {a,b}. Determine A%, B>, Ax B e B x A.

Seja A o conjunto de simbolos do alfabeto portugués e seja D o conjunto dos alga-
rismos de 0 a 9.

(a) Determine o nimero de strings de comprimento 3 sobre o alfabeto AU D.

(b) Quantos desses strings comegam com uma letra?

(c) Quantos strings de comprimento 4 ou menor comegam com uma letra?

Prove que A x (BNC)=(Ax B)N(Ax ().

Considerando N = {1, 2, ...}, o conjunto S de nomes de ruas das cidades de um
certo pais e C' o conjunto das cidades desse pais para representar os tipos “cidade”,
“nome de rua’e “niimero”, represente o tipo “enderego” por meio de um conjunto.

Seja A um tipo para todos os clientes e B um tipo para todos os produtos. Existe
uma lista de pedidos, contendo o nome do cliente juntamente com o produto pedido.
Sabendo que esta lista é para ser tratada como um conjunto, indique o tipo desta

lista.

Seja A = {1,2,3} e B = {2,3,4}. Determine o conjunto poténcia 24Y5.

2 Relacoes

Sejam Ay, Ao, ..., A, conjuntos e Ay X Ag X ... X A, o seu produto cartesiano. Uma relagao

R sobre A; x Ag X ... x A,, consiste num conjunto de n-uplos (ay, ag, ..., a,) com a; € A;,

i=1,2,...,n, ou seja, é dada por um subconjunto de A; x Ay X ... X A,,. Como R é uma

relagao constituida por n-uplos, R diz-se uma relagao n-aria.

Exemplo. Uma empresa vende determinados produtos que vamos designar por =,

Yy, z e w. Os clientes sao considerados do tipo a, b ou ¢ de acordo com a quantidade

de material comprada pelo cliente no tltimo ano civil. Relativamente a um certo dia a

empresa registou as vendas de acordo com a tabela seguinte



Matematica Discreta - Departamento de Matematica - EST-IPV — Cap. III 62

Cliente ‘ Tipo ‘ Produto ‘ Preco ‘
J. Costa a x 50
A. Santos c Y 15
C. Cardoso b Y 15
H. Barros a w 30

Considerando C' = {clientes}, T' = {a, b, ¢}, P = {produtos} e D = {pregos dos produtos},
associada a esta tabela temos uma relagao quaterndria constituida pelos seguintes elemen-
tosde C' xT x P x D:

(J. Costa, a, z, 50)
(A. Santos, ¢, y, 15)
(C. Cardoso, b, y, 15)
(H. Barros, a, w, 30)

2.1 Exercicio. Um certo agregado familiar é constituido pelo Paulo, o Rui, o Anténio,
o Bernardo, a Marta, a Julia, a Sara e a Inés, que, para simplificar, vamos designar por
p, T, a, b, m, j, s e i, respectivamente. As suas relacoes familiares sao as seguintes: Do
Anténio e da Julia nasceram a Marta e a Sara. Da Marta e do Bernardo nasceram o Rui
e a Inés. Da Sara e do Paulo nasceu a Julia.

(a) Faga uma arvore descrevendo estas relagoes.
(b) Seja G o conjunto das pessoas deste agregado familiar. Escreva todos os ternos da
relacio R = {(7,y,2) € G3 : v é mae de y e y é mae de z}.

No que se segue trataremos de um tipo especial de relagoes, as relagoes bindrias (a que
chamaremos simplesmente relagoes).

Sejam A e B dois conjuntos. Uma relagdo R de A para B é constituida por um conjunto
de pares (z,y) com z € Aey € B. Se (z,y) € R, dizemos que z é R-relacionado com y.
Para exprimir que R é uma relagao de A para B, escrevemos R : A <> B. A A chamamos
conjunto de partida de R e a B chamamos conjunto de chegada de R.

Uma relacdo R : A <> B pode ser vista como um subconjunto de A x B. Assim, A x B
é ele préprio uma relagao, a relacdo universal de A para B. Por sua vez a relagcdo vazia

nao contém nenhum par.

Exemplo. Seja P o conjunto das provincias de Portugal e C' o conjunto das cidades
portuguesas. Seja R a relagao de P para C tal que, dados © € P ey € C, = estd R-
relacionado com y se e s6 se a provincia x contém a cidade y. Deste modo, os pares (Beira



Matematica Discreta - Departamento de Matematica - EST-IPV — Cap. III 63

Alta, Viseu) e (Algarve, Faro) pertencem a relacao R, enquanto que o par (Minho, Viseu)

lhe nao pertence.

Existem varias maneiras de expressar relagoes. Como uma relacdo R : A <> B é um
subconjunto de A x B, podemos expressar relacbes usando a notagao dos conjuntos. Dada
uma relagdo R também ¢é habitual escrever

xRy

para significar (z,y) € R. Por vezes usamos

TRy

com o significado de =(xRy).

As relacoes finitas podem ser representadas por matrizes booleanas, isto é, matrizes
cujas entradas sao constituidas por 0’s e 1’s. Com efeito, sejam A = {a1, ag, ..., am} €
B = {by, bo, ..., by} e consideremos A e B ordenados segundo a ordem natural dos indices
dos seus elementos. A matriz m X n

Mg = (af)

de uma relacdo R : A < B é definida por

R _ 0 se CLinj
J 1 se a;Rb;

Exemplo. Sejam A = {2,3,4,5} e B = {1,2,3}. Consideremos os elementos de A e B
ordenados pela ordem natural. Seja R a relagao “é multiplo de”. A matriz desta relagao é

S O = O

1
0
1
0

—_ = =

As relagoes podem também ser representadas graficamente. Uma forma de representar
uma relagao R : A <> B é colocar os elementos de A a esquerda, os de B a direita e, por
cada (z,y) € R, ligar x a y por meio de um arco dirigido. Por exemplo,

a e ~e by

§ '\\ .
[ ] b3
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representa a relagao {(ai, b1), (a1, b3), (az, b2), (a2, b3)} de {a1, as} para {b1, be, b3}.

Seja R : A +» B uma relagdo. O dominio de R, abreviadamente, domR, é dado por
domR = {z € A : Jyep(z,y) € R}.
O contradominio de R, abreviadamente, cdomR, é o seguinte subconjunto de B

cdomR ={y € B : 3zca(z,y) € R}.

Se A é um conjunto e R é uma relacdo de A para A, dizemos que R é uma relacdo em
A ou sobre A. A relagao Iy = {(x,x) : = € A} diz-se a relagdo identidade sobre A.

Novas relacoes a partir de relagoes dadas:

Se R: X « Y é uma relacdo, entdo a relacdo inversa R~! :Y <+ X é constituida por
todos os pares (y, z) tais que (z,y) € R. Assim, yR™'x sse zRy. E claro que

(R =R.

Todas as operagoes feitas com conjuntos podem ser feitas com relagoes. Assim, dadas
duas relagoes R e S com os mesmos conjuntos de partida e os mesmos conjuntos de chegada,

tem-se:

(RN S)y < xRy A xSy
x(RUS)y < xRy V xSy
z(R—S)y < xRy N z3y

z(R)y < xRy

SeR: A+»BeS:C + D sao duas relacoes tais que A CC, BC De R C S, dizemos
que

S é uma extensao de R

e R éuma restricio de S.

Sejam R: X < Y e S :Y < Z duas relagoes. A composicdo de R e S, denotada
por R- S, tem X como conjunto de partida, Z como conjunto de chegada e é constituida
por todos os pares (z,z) para os quais existe algum objecto y € Y tal que (z,y) € R e
(y,z) € S. Ou seja,

z(R-S)z & Jyey(xRy NySz).
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A composicao de relacgoes é associativa.

Seja R uma relacio sobre um conjunto A. Geralmente abreviamos R-R por R?>, R-R-R

por R3, etc.

Matrizes booleanas e representacao de relagoes:

Nas matrizes booleanas o 1 corresponde a V (verdadeiro) e 0 corresponde a F (falso).
A soma booleana de duas matrizes booleanas A = (a;;) e B = (b;;) da mesma ordem,

é dada por
A\/B = (aij \/bij) .
O produto booleano de uma matriz booleana A = (a;j) m x n por uma matriz booleana

B = (bij) n x p é dado por

A®B= <\/aik/\bkj> .

k=1
Como ja vimos, a matriz de uma relacao é booleana. Se duas relagbes R : X < Y e
S Y < Z sao representadas pelas matrizes My e Mg, respectivamente, entao a matriz
da relacao R - S ¢é
Mpg.s = Mgr® Mg .

2.2 Exercicios

1. Sejam R, S : A +» B relagoes de matrizes Mg e Mg, respectivamente. Determine as
matrizes de RUS, RN S, R° e R~! em funcdo de Mg e Mj.

2. Sejam P ={(1,2),(2,4),(3,3)} e Q@ ={(1,3),(2,4),(4,2)}. Determine PUQ, PNQ,
dom(P), dom(P U Q), cdom(P), cdom(Q) e cdom(P N Q).

3. Mostre que se P e () sao duas relacoes sobre um mesmo conjunto,

dom(P U Q) = dom(P) U dom(Q)

cdom(P N Q) C cdom(P) Ncdom(Q).

4. Quais sao os contradominios das relagoes
S={(x,z?) |z €N} e T={(z,2z)|zec N}

onde N ={0,1,2,...}?
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10.

11.

12.

13.

Seja M a relagdo “menor ou igual do que”e D a relagdo “divide”. Ambas M e D
estao definidas no conjunto {1,2,3,6}. Escreva M e D sob a forma de conjuntos e
determine M N D.

Um grupo de pessoas estd sentado a volta de uma mesa. Sabendo que z Ry significa
que x estd sentado a direita de y, expresse a relacdo B em funcao de R sabendo que
x By significa que x estd ou a direita ou a esquerda de y.

Sejam R: X «<+ X e S : U «< V. Determine os conjuntos de partida de RN.S, RUS
e R°.

Seja x Py verdadeiro se x é pai ou mae de y e seja xSy verdadeiro se x é irma de y.
Expresse a “relagao tia” como composicao destas duas relagoes.

Suponha que S é a relacdo C como definida habitualmente para conjuntos. Determine
S¢e ST

Seja R ={(1,a),(2,b),(1,¢)} e S ={(a, A), (a,B),(c,D)}. Determine R - S.
Seja R = {(1,2),(1,3),(3,4)}. Determine R? e R3.
Seja xRy verdadeiro sse x = y — 1. Determine zR?*y e x(R U R?)y.

Seja R ={(1,2),(2,3),(3,4),(4,1)} sobre {1,2,3,4}. Determine Mpr e Mp>.

3 Propriedades das relacoes. Relacoes de equivaléncia

Seja R uma relagao sobre um conjunto X. R diz-se:
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reflexiva, se, para todo o z € X, xRx;
irreflexiva, se, para todo o x € X, x Rx;
simétrica, se, para cada x e y em X, zRy = yRx;

anti-simétrica, se, para cada x e y em X com x # y, xRy = yRx; ou seja,
se zRy e yRx entao x = y;

transitiva, se, para cada x, y e z em X, xRy AyRz = xRz.

3.1 Exercicio. Caracterize a matriz de uma relacao (sobre um conjunto finito)

(i) reflexiva, (ii) irreflexiva; (iii) simétrica; (iv) anti-simétrica.

Fechos

Seja R uma relagao sobre um conjunto A.

De entre todas as relacoes reflexivas em A que contém R existe uma que estd contida
nas outras todas, ou seja, é a menor relagao reflexiva que contém R. O fecho reflexivo
de R denota-se por R(") e é precisamente a menor relacio reflexiva em A que contém R.
Analogamente se definem fecho simétrico e fecho transitivo, isto é, o primeiro é a menor
relacao simétrica que contém R e o segundo é a menor relagao transitiva que contém R.
Denotam-se por R®) ¢ RT, respectivamente.

Por R* denotamos a menor relagao reflexiva e transitiva contendo R.

Facilmente se concluem as seguintes igualdades:

R =RUI4
R®) = RUR™!
Rt =RUR?UR3?U...UR™,supondo que R é sobre um conjunto A tal que |A] = m.

R* = RT U R, denotando por R° a relacio identidade sobre A.

3.2 Exercicio Prove que se R é uma relacdo sobre um qualquer conjunto, finito ou
infinito, entdao R = (J;2, R*.

Relagoes de equivaléncia
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Uma relagdo R sobre um conjunto diz-se uma relagcao de equivaléncia se for reflexiva,

simétrica e transitiva.

Uma particao dum conjunto S é uma familia (4;);c; de subconjuntos de S, tal que
cada elemento de S estd em exactamente um dos conjuntos A;; ou seja, para cada s € 5,
existe um e s6 um ¢ € I tal que s € A;.

Teorema. Seja R uma relagao de equivaléncia em S, e seja [x] o conjunto de todos
0os y € S R-relacionados com x, i.e., [x] = {y : yRx}. Entdo os subconjuntos [z] de S
determinam uma particdo de S.

Reciprocamente, toda a particio de um conjunto S determina uma relagdo de equi-
valéncia.

Aos conjuntos [z] = {y : yRz} determinados por uma relacdo de equivaléncia R
chamamos classes de equivaléncia da relagao R.

Exemplo. Seja R a relagao no conjunto dos nimeros inteiros tal que aRb se e s6 se
|a| = |b|. Verifica-se facilmente que se trata de uma relagao reflexiva, simétrica e transitiva,
sendo portanto uma relacdo de equivaléncia. As classes de equivaléncia correspondentes
sao dadas por [a] = {—a, a}, para cada inteiro a.

Seja m um inteiro positivo. Dois niimeros inteiros a e b dizem-se congruentes maodulo
n, escrevendo-se a = b (modn), quando a — b é miltiplo de n. Verifique que a relagao de
congruéncia é uma relacao de equivaléncia. Quais sao as classes de equivaléncia?

3.3 Exercicios

1. Indique todas as propriedades das seguintes relagoes sobre o conjunto {1,2,3}. Quais
delas sao relagoes de equivaléncia?

(a) R1={(1,2),(2,2)}

(b) Ry ={(1,2),(2,3),(1,3),(2,1)}

(¢) Rz ={(1,1),(2,2),(2,3),(3,2),(3,3)}
(d) Ry ={(1,2),(2,3)}

2. Indique todas as propriedades da relacao identidade, da relagao vazia e da relacao

universal.
3. Dé um exemplo de uma relagdo que seja ao mesmo tempo simétrica e anti-simétrica.

4. Mostre que, se S e R sao relagoes reflexivas, entao RUS e RN.S também sao reflexivas.
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10.

11.

Se as relacoes R e S sao reflexivas, simétricas e transitivas mostre que RNS é também

reflexiva, simétrica e transitiva.

Seja R ={(1,2),(4,3),(2,2),(2,1),(3,1)} uma relagdo sobre S = {1,2,3,4}. Deter-
mine o fecho simétrico, o fecho reflexivo e o fecho transitivo de R.

Dado S = {1,2,3,...,10} e a relagdo R = {(x,y) |z +y = 10} sobre S, quais as
propriedades de R?

(a) Quais sdo as entradas da matriz de RN R~! que poderdo ser ndo nulas se R for

uma relagdo anti-simétrica?

(b) Se R for uma relagao reflexiva e anti-simétrica sobre um conjunto de cardinali-
dade n, qual é a matriz de RN R™1?

Determine as matrizes das relacoes R~!, R?, R> e R- R™!, sabendo que R é uma

relagdo no conjunto {a, b, c} cuja matriz é

Mg =

— =
— = O
—_ O =

Prove que S~! é uma relacdo de equivaléncia se e s6 se S é uma relacio de equi-

valéncia.

Sejam R e S duas relagoes de equivaléncia representadas pelas matrizes
110 1 00
Mrp=1|1 10 e Mg=|011/[,
0 01 01 1
respectivamente. Mostre que R - S nao é uma relagao de equivaléncia.

(a) Mostre que dois nimeros inteiros a e b sdo congruentes médulo n se e s6 se o

resto da divisao de a por n é igual ao resto da divisao de b por n.

(b) Mostre que a relacao de congruéncia médulo n entre nimeros inteiros é uma
relacao de equivaléncia.

(c¢) Descreva as classes de equivaléncia dessa relacdo de equivaléncia.
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13. Prove que se R e S sao duas relagoes de equivaléncia que tém as mesmas classes de

equivaléncia, entdao a sua composicao é uma relagao de equivaléncia.

14. Para cada uma das seguintes relacgoes, indique as suas propriedades. Diga se a relacao
é reflexiva, irreflexiva, simétrica, anti-simétrica ou transitiva. Determine também se
a relagao é uma relacao de equivaléncia. Todas as relagoes sao no conjunto de todos
os humanos.
(a) =Ry representa que x é filho de y.
xRy representa que x é descendente de y.
xRy representa que x é o marido de y.

)
)
)
(d) xRy representa que z é a conjugue de y.
) xRy representa que x e y tém os mesmos pais (pai e mae).
)

xRy representa que x é tao alto ou mais baixo do que y.

15. O que podemos concluir sobre uma relacao cuja matriz é triangular superior?

16. Para cada uma das relagoes seguintes, indique se é reflexiva (r), irreflexiva (i),
simétrica (s), anti-simétrica (a), ou transitiva (t).
(a) Sejam x e y nimeros inteiros e xRy verdadeira se x divide y.

(b) Sejam x e y pessoas e xRy verdadeira se = e y pertencem ao mesmo agregado

familiar.
(c) Sejam z e y rapazes e xRy verdadeira se x e y sdo irmaos ou z = y.

(d) Sejam z e y pessoas e xRy verdadeira se = e y sdo primos.

17. Indique, justificando, quais das relacoes dadas no exercicio anterior sao de equi-

valéncia.

18. Seja R = {(a,b), (b,d),(c,b),(d,a)}. Determine a matriz da relagdo. Determine
ainda

(i) a matriz do fecho reflexivo,
(ii) a matriz do fecho simétrico,

(iii) a matriz do fecho transitivo.
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4 Ordens parciais

Uma relagao R sobre um conjunto S diz-se uma ordem parcial (fraca) se for reflexiva, anti-
simétrica e transitiva; R diz-se uma ordem parcial estrita se for irreflexiva, anti-simétrica

e transitiva.

Um conjunto A com uma ordem parcial R diz-se um conjunto parcialmente ordenado
(ou poset). Denotamo-lo por (A, R) ou simplesmente por A se ndo houver ambiguidade

sobre a ordem R que estamos a considerar.

Se R for uma ordem parcial estrita, o seu fecho reflexivo é uma ordem parcial fraca. Por
exemplo, a relagdo < entre nimeros inteiros é uma relacao de ordem estrita (Justifique).
O seu fecho reflexivo é precisamente a relacao <.

Por outro lado, se R for uma ordem parcial em A, entdao R — I4 é uma ordem parcial
estrita.

Uma ordem parcial R sobre A diz-se uma ordem total ou ordem linear se, para todos
os x, y em A se tem sempre que zRy ou yRx. Neste caso, o poset (A, R) diz-se conjunto

totalmente ordenado ou cadeia.

Exemplos de cadeias sao os nimeros naturais, os nimeros inteiros e os nimeros reais,

cada um destes conjuntos considerado com a relacao <.

Seja < uma ordem parcial em A. Denotamos por < a correspondente ordem parcial
estrita, i.e., a ordem parcial estrita obtida de < tirando-lhe todos os pares (z,z) com
x € A.

A inversa de < denota-se por > e a inversa de =< denota-se por »=. Se (A, =) é um
conjunto parcialmente ordenado, (A, >) também é um conjunto parcialmente ordenado e
diz-se o dual de (A, =).

Seja (A, <) um conjunto parcialmente ordenado. Se z < y, dizemos que z é um
predecessor de y, ou que y é um sucessor de x. Se x < y e nao existem elementos entre
T ey, i.e., ndo existe nenhum z € A tal que x < z < y, dizemos que x é um predecessor
imediato de y, ou que y é um sucessor imediato de x.

Um conjunto parcialmente ordenado pode ser representado por um diagrama de Hasse:
representamos os elementos do conjunto e sempre que x é um predecessor imediato de y
ligamos x a y por um arco com x situado num nivel inferior a y.

Claro que o diagrama de Hasse de uma cadeia é muito simples. Por exemplo, o diagrama
de Hasse do conjunto {1,2,3} com a relacao < habitual é
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Para A = {a, b}, o diagrama de Hasse do poset (IPA, C) é

BN
{a} {b}

Ny

0

Conjuntos parcialmente ordenados bem-fundados

72

Seja (A, =) um conjunto parcialmente ordenado. Uma sequéncia (finita ou infinita)

< x1, T3, ... > em A diz-se uma sequéncia estritamente decrescente relativamente a ordem

= se satisfizer x; > x;11 para todo i.

Um poset (A, <) diz-se bem-fundado se nao tiver sequéncias estritamente decrescentes

infinitas.

Exemplos.

1. No poset (Z, <), a sequéncia < 2,1, —2, —10 > é estritamente decrescente.

E claro que (7Z, <) tem sequéncias estritamente decrescentes infinitas (dé um exem-

plo), pelo que nao é bem-fundado.

Por outro lado, (IN, <) é bem-fundado (justifique).

2. Relativamente a (IPA, C), com A = {a,b,c}, um exemplo de sequéncia estritamente

decrescente é < A, {a,b}, {b}, {} >. Trata-se obviamente de um poset bem-fundado,

j& que o respectivo conjunto € finito.

Mas se IPA for infinito, isso ja ndo acontece. Por exemplo, a sequéncia

<N-{0,1}, N—{0,1,2}, ... >

onde o i-ésimo termo é IN — {0, 1,...,4}, é uma sequéncia estritamente decrescente

infinita e, portanto, (IPIN, C) nao é bem-fundado.

Ordens parciais em produtos cartesianos
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Sejam (A1,<;) e (A2, <9) dois conjuntos parcialmente ordenados. Indicamos a seguir

dois tipos de ordem parcial que podemos obter para A; x As a partir de <; e <s:
1. (z1,22) = (y1,y2) sse x; <; y; parai = 1,2.

2. A chamada ordem lexicogrdfica é dada por: (x1,x2) =; (y1,y2) sse x1 <1 y1 ou
r1 = y1 e x2 <9 Y2, onde <; designa a relagao de ordem parcial estrita correspondente
a Sl-

Analogamente podemos definir ordens parciais para produtos cartesianos de 3, 4, ... con-
juntos.

Por exemplo, se (A;,<;) sdo conjuntos parcialmente ordenados para i = 1,2, 3, entao
a respectiva ordem lexicogréafica em Ay x As x Az é dada por:

(1,22, 23) =1 (Y1,Y2,93) sse (w1 <1 y1) V (21 =1 Awa <2 y2) V (21 = y1 A 22 = y2 A w3 <3 ¥3).
4.1 Exercicios

1. Averigue se as relages dadas nas alineas dos exercicios 1, 14 e 16 de 3.3 sdo relagoes
de ordem fraca ou estrita.

2. Considere a relagio X RY sse X C Y, no conjunto {0, {1}, {2}, {1,2} }.

(a) Mostre que R é uma relagdo de ordem parcial

(b) Faga o seu diagrama de Hasse.

3. Considere a relagao x C y sse "z divide y”no conjunto {2,3,5,6,9,10,12}.

(a) Mostre que é uma relagao de ordem parcial.
(b) Serd total?

(c) Faga o seu diagrama de Hasse.

4. O conjunto IN é bem-fundado relativamente a relagdo <. E relativamente a relacao
>7?

5. Considere o conjunto parcialmente ordenado constituido por Z com a relagao <.
Trata-se de um conjunto bem-fundado? E se em vez de < considerarmos >7

6. (a) Dados conjuntos parcialmente ordenados (Aj,<;) e (A2, <2), mostre que a
relagdo definida no conjunto A; x Ag por (z1,x2) < (y1,y2) sse z; <; y; para

1 =1, 2.é efectivamente uma ordem parcial.
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(b) Mostre que se (A;, <;) sdo conjuntos totalmente ordenados para i = 1,2, 3 entéo
Ay X As x Az com a respectiva ordem lexicografica é também um conjunto
totalmente ordenado.

Generalize este resultado a n conjuntos A;.

5 Funcoes

Uma relagao binaria f C A x B diz-se uma func¢do se para cada x € A existir um e um s6
y € B tal que (x,y) € f. Uma relacao (n + 1)-aria g C A; X Ay X ... X A, X B diz-se uma

funcao se para cada (x1,x2,...,x,) € A1 X Az X ... X A, existir um e um sé y € B tal que

($17x27 <oy Ty yn) € g.

Notagoes. Usualmente para significar que (z,y) € f, escrevemos f(z) =you f : x — y.

Se f é uma funcao de A para B, escrevemos f: A — B.

De notar que o dominio e o contradominio de uma funcao f no sentido ja conhecido

coincidem com o dominio e contradominio de fconsiderada como uma relacdo. Portanto,
dada uma fungao f: A — B, domf = A e cdomf ={y € B|3z € A(y = f(x))}.

Algumas funcées importantes

1.

Funcao identidade: A funcdo identidade num conjunto A é a funcdo I4 : A — A
definida por f(xz) = x para todo o = € A, coincidindo portanto com a relagao
identidade.

. Funcao constante: é uma funcao tal que todos os elementos do dominio tém a mesma

imagem.

Funcao caracteristica: A caracteristica de um ntdmero real x é o maior nimero
inteiro que é menor ou igual a = e denota-se por [z]. Assim, por exemplo, [—%] = -2,
[—0.24] = —1 e [2.5] = 2. A funcao caracteristica faz corresponder a cada ndmero

real x a sua caracteristica [z].

Fungao mdodulo n: Dados um niimero inteiro x e um inteiro positivo n, existem um
inteiro ¥ e um natural r com 0 < r < n, tais que x = yn + r, sendo y e r Unicos.
Como ¢é bem sabido, y é o quociente da divisao de z por n e r é o resto dessa divisao.
Facilmente se conclui que y = []. O resto da divisdo de = por n diz-se z médulo n
e representa-se por zxmodn. Por exemplo, 8 mod3=2 e -8 mod3=1. A func¢ido médulo
n faz corresponder a cada nimero inteiro x, o nimero xmodn. A igualdade seguinte

relaciona a funcao moédulo n com a funcao caracteristica:

zmodn =z — [x/n]n.
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Recorde que uma fungéao f : A — B diz-se:

e injectiva, se quaisquer dois elementos distintos do dominio tém imagens dife-
rentes, i.e., Vg pea (f(z) = f(2') = o =2a');

e sobrejectiva, se todo o elemento do conjunto de chegada é imagem de algum elemento
do dominio, expresso doutro modo, se Vycp Jreca (f(x) = y);

e bijectiva, se for injectiva e sobrejectiva, ou seja, Vyep EI;GA (f(z) =yv).

Funcoes parciais

Uma relacao binaria f C A x B diz-se uma funcdo parcial se para cada x € A existir
quando muito um y € B tal que (z,y) € f.

Por exemplo, a relacao {(2,a), (3,a), (4,b)} é uma fungao parcial de {1,2,3,4} para
{a,b}.

Claro que uma funcao é, em particular, uma fungao parcial. De uma funcao parcial

podemos obter uma funcao restringindo o conjunto de partida ao dominio da fungao parcial.

Composicao de funcoes

A composicao de fungoes define-se como a das relagoes. Se tivermos duas fungoes
f:A— Beg: B — (C, a relagdo composicao de f com g é sempre uma fungao.
Mas atencao: a notacao usada para as funcgoes é diferente da usada para as relacoes;
nomeadamente, se usarmos - como simbolo da composicao entre fungoes e utilizarmos -,
como simbolo da composicao entre relagoes, temos g - f = f -+ g. Portanto, para cada
x € A,

(- F)x) =g(f(x)).

Tal como a composicao de relacgoes, a composicao de fungoes é associativa.

Podemos considerar uma composicao de fungoes mais geral do que a descrita acima:
basta que o contradominio de f seja um subconjunto do dominio de g, ou seja, basta que
g(f(z)) esteja definido para todo o x do dominio de f.

E também possivel fazer a composicao de fungoes parciais. Dadas uma fungao parcial
f de A em B e uma funcao parcial g de B em C, a composicao g - f das duas é a fungao
parcial de A em C' tal que dom(g- f) = {z € A|z € domf e f(z) € domg} e que a cada
x do seu dominio faz corresponder g(f(x)).
Por exemplo, sejam f e g as fungdes parciais definidas de IR para IR por f(z) =x+1e
g(y) = 1/y. Entao a sua composicao faz corresponder a cada = # —1 o numero g(f(z)) =
1

r+1°
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Visto que uma fungéo é uma relagiao, podemos falar da sua relagéo inversa. Assim, por
exemplo, a relacao {(1,2),(2,3),(3,3)} é uma fungdo de X = {1,2,3} em X e a sua relagao
inversa é {(2,1),(3,2), (3,3)}. Mas esta relacdo nao é uma funcdo: a 3 correspondem duas
”imagens”.

Dizemos que uma funcao f tem inversa, ou é invertivel, se a sua relagao inversa for
uma funcao, que se diz entao a funcdo inversa de f.

E evidente que uma funcio nao injectiva nao tem inversa. (Porqué?)

Uma funcdo que nao seja sobrejectiva também nao tem inversa. (Porqué?)

Portanto, podemos concluir que uma fungdo para ter inversa tem de ser bijectiva.
A reciproca também é verdadeira. Na verdade, se f : A — B é uma funcao bijectiva,
f~': A — B define-se fazendo corresponder a cada y € B o tinico = de A tal que f(z) = y.

Se uma funcdo f : A — B é bijectiva, a sua inversa, f~! : B — A, também o é.
(Porqué?) Além disso, f-fl=1Ige f~' f=1Ia.

Se uma funcao f : A — B é injectiva mas nao sobrejectiva, podemos considerar uma
inversa parcial. Por exemplo, a funcéo f : [-7/2, 7/2] — R tal que f(z) = sinz, para
cada x, é injectiva mas nao é sobrejectiva; no entanto, restringindo o conjunto de chegada
de f a [—1, 1], obtemos a inversa g : [—1, 1] — [-7/2, 7/2] que a cada x € [—1, 1] faz

corresponder arcsin .

Cardinal de um conjunto

E bem sabido que um conjunto finito tem cardinal n se e sé se existir uma bijeccao
entre esse conjunto e o conjunto {1,2,...,n}. E também claro que dois conjuntos finitos
tém o mesmo cardinal sse existir uma funcao bijectiva entre eles. Vamos estender a nogao
de cardinal a conjuntos finitos.

Dois conjuntos A e B dizem-se equipotentes se existir uma funcao bijectiva de A para
B. Note-se que a relagao ~ entre conjuntos dada por

A ~ B & (existe uma fungao bijectiva de A para B)

é uma relagao de equivaléncia. Portanto, dois conjuntos sao equipotentes se pertencerem
a mesma classe de equivaléncia dessa relagao.
Dizemos que dois conjuntos A e B tém o mesmo cardinal sse forem equipotentes.

Escreve-se entao cardA =cardB.

Exemplos.

1. car(IN)=card({n € IN : n é par}); uma fungdo que o permite concluir é a que faz

corresponder a cada nimero natural o seu dobro. (Verifique.)
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Analogamente, o cardinal do conjunto dos naturais impares é igual ao de IN e igual ao
cardinal do conjunto dos naturais multiplos de 3. (Indique fungbes que justifiquem
estas afirmagoes. Determine outros subconjuntos de IN que tém o mesmo cardinal

que IN.)

2. Para mostrar que card(Z " x Z") =cardIN, podemos usar a diagonalizacdo de Cantor
(veja nos apontamentos da aula). Verifique que a diagonalizagdo de Cantor define
uma funcdo bijectiva f : Z* x ZT — N tal que

itj—1
F5) = D (k=1) +i,
k=1
ou seja, o o
f.5) = (H]_Q)Q(Hj_l) +i.

3. card@Q =cardIN

4. cardIR >cardIN.

Um conjunto infinito A diz-se numerdvel se cardA =cardIN.
Portanto, exemplos de conjuntos numeraveis sao IN, Z, Q, etc. O conjunto IR é um

exemplo de conjunto nao numeravel.
5.1 Exercicios

1. Quais das seguintes relagoes sao fungoes e quais sao fungoes parciais de X = {1, 2, 3}
para Y = {1,2,3,4}7 Em cada caso, indique o dominio e o contradominio da relagao.

= {(1a3)7 (273)7 (3> 3)}
Ja= {(L 3)7 (174)7 (2> 3)a (274)}
f3= {(L 1)7 (272)7 (3’ 3)}

Ja= {(1’ 2)}

2. Verifique se os conjuntos seguintes definem fungoes (considerando um conveniente

conjunto de partida). Em caso afirmativo, indique o dominio e o contradominio.

(a) {(1,(2,3)),(2,(3,4)), (3, (1,4)), (4,(2,4))} (b) {(1,(2,3)),(2,(3,4)),(1,(2,4))}
(c) {((1,2),3),((2,3),4),((3,3),2)} (d) {(1,(2,3)),(2,(2,3)),(3,(2,3))}
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3. Mostre que, fazendo corresponder a cada A de IP(D), onde D é um conjunto, o seu

complementar A€, obtemos uma funcao.

4. Seréd a relacao “é subconjunto de”entre os subconjuntos de um dado conjunto uma

fungao?

5. Considere as fungoes f, g e h dadas por f = {(1,¢), (2,a), (3,b),(4,¢)}, g = {(a,2), (b,1), (c,4)}
eh={(1,4),(2,B),(3,D),(4,D)}. Determine g- f, h-(g- f), h-ge (h-g)- f. De-
termine também f - g.

6. Sejam as funcoes de varidvel real f(z) = 322 +y, g(x) = £ e h(z) = (z + y)%
Determine f-g,g-f, f-he f-g-h.

7. Determine quais das seguintes fungoes sao injectivas, quais sao sobrejectivas e quais
sao bijectivas.
(@) f:{1,2,3} —{a,b,c}  f={(1,0),(2,0),(3,0)}
() g:{1,2,3} — {a.bedt g ={(La),(2.b).(3,0)}
(c) h:{1,2,3} — {1,2,3} h={(1,2),(2,1),(3,2)}
(d)p:N—N p@j)=j>+2
() m:IN—IN  m(j) = j(mod3)

. 1 se j é impar
(f) ¢: N — N ﬂw:{ o
0 sejépar

. 0 sej é impar
(g) r:IN—{0,1} 7"(J):{l -
se j é par

8. Sendo (0...p) = {0,1,2,...,p}, quais das seguintes fungoes sao injectivas, sobrejectivas

ou bijectivas?

' N ) d/2 se j par
@) /-2 —Z f(])_{ (j—1)/2 se j impar

(b) f:(0..6) — (0...6)  f(x) = (3z)(mod7)
(€) f:(0..3) — (0..3)  f(z) = (3z)(mod4)

9. Demonstre que se f e g sao fungoes injectivas entdo f - g, supondo que esta definida,

também ¢é injectiva.

10. Indique todas as fungbes possiveis de X = {a,b} para Y = {0,1} e diga quais sdo
injectivas, sobrejectivas ou bijectivas.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Se X e Y sao conjuntos finitos, determine uma condigao necessaria para a existéncia

de uma funcao injectiva de X para Y.

Prove que se A é um conjunto finito toda a funcdo de A para A que é injectiva
também é sobrejectiva e vice-versa. Mostre que o mesmo nao acontece para conjuntos

infinitos.

Mostre que as fungoes f e g, ambas de IN x IN para IN dadas por f(z,y) =z +ye
g(z,y) = xy sdo sobrejectivas mas nao injectivas.

Seja f : IR — IR dada por f(x) = 2% — 2. Determine f~1.

Indique uma funcgéo injectiva de A x B para B x A, sendo A e B conjuntos quaisquer.

Essa funcao é sobrejectiva?

Seja X = {1,2,3,4}. Defina uma funcao f : X — X tal que f # Ix e f injectiva.
Determine f2, 3, f~1e f- f~L

Determine uma fungao injectiva g : X — X tal que g # Ix mas g-g = Ix.
Determine [5/2], [(5/2)?], [5/2]%, 4 — [5/2] e 4 + [-5/2].
Para n = 1,2, ..., 10, indique o valor de nmod3 e (—n)mod3.

Sejay = z(z+1), x € IN. Defina h(y) como sendo z se z(z+1) <y < (z+1)(z+2).
Expresse h(y) usando a funcao caracteristica. Defina a fungao resto associada com
este h(y).

Prove que:
(a) 2% — [7]? < 2[x] + 1, para todo o real z > 0;
(b) 2% — [x]? > 2[x] + 1, para todo o real z < 0.
Dado D = {1, 2,3}

(a) Enumere D? usando a ordem lexicografica.

(b) Enumere D? usando a diagonalizagao de Cantor.

Prove que o conjunto dos ntimeros racionais é numeravel.
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6 Exercicios

1. Tomando {-3,—-2,—1,0, 1,2, 3,4} para conjunto universal, A = {—2,2}, B = {1,2, 3,4}
eC={x|z>0A2%<9},

(a) determine o cardinal de C;

(b) determine (em extensdo) os conjuntos ANC, A — B, B¢, AUB¢, B x C e 24.

2. Em cada uma das alineas seguintes diga se a igualdade apresentada é ou nao valida
para todos os conjuntos A e B. No caso afirmativo deduza a igualdade e no caso

negativo exiba um contra-exemplo.

(a) (AUB)N A= BnA° (b) (AUB)NA°=BU (AN B°)

3. Em cada um dos trés casos, (A), (B) e (C), descreve-se uma relacao R definida num

certo conjunto:

(A) xRy sse xmod2 = ymod2, no conjunto Z dos nimeros inteiros;
(B) XRY sse X CY, no conjunto das partes de {0, 1};
(C) XRY sse X NY # (), no conjunto {0, {1}, {2}, {1,2} }.

(a) Faga corresponder a cada um dos casos (A), (B) e (C), a situagao que, de entre
(i), (ii) e (iii), a seguir, lhe diz respeito, justificando sucintamente:

(i) R é uma relagao de ordem parcial;
(ii) R é uma relacao de equivaléncia;
(iii) R nao é relagdo de ordem parcial nem relacao de equivaléncia.
(b) Para o caso em que R é uma relacdo de equivaléncia, indique as respectivas

classes de equivaléncia.

(c) Para o caso em que a relagao nao é relagdo de ordem parcial nem relagao de
equivaléncia, escreva (em extensao ) o conjunto dos pares de R, e indique o seu
fecho reflexivo.

4. (a) Diga quando é que uma relagdo é uma fungao e quando é fungao parcial.

(b) para cada uma das relagoes S seguintes, definidas de 7 para 7, diga se é fungao,
apenas func¢ao parcial ou nem uma coisa nem outra. Justifique sucintamente no
caso de nao ser funcao.

i. (x,ly) € Sssex+y>0; ii. (x,9) € S ssey = % iii. (z,y) € S sse

y=-
T
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5. Averigue se a seguinte igualdade entre conjuntos é verdadeira ou falsa, provando-a

ou apresentando um contra-exemplo.

AN(BUC) = (AUB)N(AUC)

6. Dado o conjunto A = {a,{a}}, determine

b
(c

(d) o conjunto A x A.

(a) An{a};
(b) o conjunto A — {{a}};
o conjunto poténcia de A;

)
)
)
)

7. Considere as relagées R e S definidas no conjunto dos niimeros inteiros tais que xRy
significa que = < y e xSy significa que x = 2y.

(a) Diga, justificando convenientemente, se S é reflexiva, irreflexiva, simétrica, anti-
simétrica ou transitiva.
(b) Indique o significado de xR - Sy. Averigue se (1001, 2222) pertence a R - S.

(c) Considere agora as relagoes R e S definidas no conjunto A = {1,2,4}. Deter-
mine sob a forma de subconjunto de A x A:

(i) R (ii) S (iii) R-S (iv) R-S1

8. (a) Quando é que uma relagdo é uma fungao?

(b) O estudante A tenta definir uma fungdo g : Q — Z x Z usando a regra
g(m) = (m,n) para todos os inteiros m e n com n # 0. O estudante B afirma

que g estd mal definida, ou seja, g nao é funcao. Mostre que quem tem razao é
o estudante B.

9. Dados o conjunto A = {0, {0}, {{0}}} (onde @ designa o conjunto vazio),

(a) indique os cardinais de A, A3 e 24;

(b) determine

(i) A—{{0}}, (i) {z, y} x (A= {{0}}), (i) AN, (iv) AN{{0}}.

10. (a) Mostre que para quaisquer conjuntos A, B e C, se AUB = AU C entao
B-A=C-A.

(b) Arranje conjuntos A, B e C tais que AUB = AUC mas B # C.
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11. Considere no universo dos humanos as relagées F', B e N definidas por
xFy sse x ¢ filho(a) de y
xBy sse x é irma(o) de y

xNy sse x é neto(a) de y

(a) Determine qual é a relagao de parentesco dada por F - B.

(b) Expresse a relagdo N em funcao de F.

12. A relacdo R definida no conjunto V' = {a,e,i,0,u} é, relativamente a ordenacao

alfabética dos seus elementos, representada pela matriz

O = = O
o O o = O
O = = O O
O = O O O
_ = O = O

(a) Escreva R sob a forma de conjunto de pares ordenados.

(b) Diga, justificando, se R é uma relacdo de ordem parcial (fraca) e, em caso

afirmativo, desenhe o seu diagrama de Hasse.

(c) Determine a matriz da relacao R - R.

13. (a) Quando é que uma relagao é uma funcao?
(b) Quando é que uma funcao se diz injectiva?

(c) Averigue se a funcao f: {—1, 0, 1, 2} — IN definida por f(z) = (22)mod 6 é ou

nao injectiva.



Capitulo IV

INDUCAO E RECURSAO

1 Os nimeros naturais, Axiomas de Peano

Os numeros naturais sdo bem conhecidos. Vamos considerar o 0 como fazendo parte dos

numeros naturais. Portanto os niimeros naturais sao
0,1,2,3, ..

Dizemos que 3 é o sucessor de 2, 2 é o sucessor de 1, 1 é o sucessor de 0. O nimero natural
0 ¢ o Unico que nao ¢é sucessor de nenhum. Podemos obter todos os nimeros naturais
considerando 0, o sucessor de 0, s(0) = 1, o sucessor do sucessor de 0, s(s(0)) = 2, e por
al fora. Os Axiomas de Peano, enumerados a seguir, apresentam os nimeros naturais. A

partir deles podemos deduzir propriedades ja bem conhecidas.

Axiomas de Peano:

1. 0 é um ntmero natural.

2. Se n é um ndmero natural, também s(n) é um ndimero natural.
3. Para todo n, s(n) > 0.

4. Se s(n) = s(m), entdo m = n.

5. Ym(m+ 0 =m)

6. VmVn(m + s(n) = s(m +n))

7. ¥n(n x 0=0)

8. VmVn(m x s(n) =m x n+m)

9. Dada uma propriedade P relativa aos ntimeros naturais, é valido o
Principio de Indugao Matemética P(0) A Vn(P(n) — P(s(n))) — YnP(n)
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1.1 Exercicios.
1. Seja n = s(s(2)). Determine s(s(s(n))).

2. Defina x < y para todos os niimeros naturais usando apenas o mecanismo do sucessor.

3. Em vez dos nimeros naturais 0, 1, 2, ..., considere as sequéncias seguintes:

(a) 0,1,2,0, 1,2, ...
(b) 3, 4, 5, ...
(¢) 0,1,2,3,3,3,3, ...

Para cada uma das sequéncias, indique quais dos primeiros quatro axiomas de Pe-
ano se verificam. Suponha que s(n) designa o elemento imediatamente a seguir na

sequéncia.

4. (*) Construa um modelo que néo satisfaga o terceiro axioma de Peano mas satisfaga
Vm(m +0=m) e Vm¥n(m + s(n) = s(m +n)).

2 Inducao Matematica

O 1ultimo axioma de Peano, o Principio de Indugao Matematica, diz-nos que:
Se uma dada propriedade
(i) é satisfeita por 0; e
(ii) para todo o n > 0, sempre que é satisfeita por n também o é por n + 1;
entao todo o nimero natural satisfaz a propriedade.
Escrevendo P(n) com o significado de “n satisfaz a propriedade P”, este principio pode

ser esquematizado do seguinte modo:

P(0)
Vn(P(n) — P(n+1)

- VP(n)

Dizemos que a propriedade se verifica para a base indutiva se tivermos P(0). Quando,
para cada n, provamos que P(n) = P(n + 1), dizemos que se trata do passo indutivo.
Assim, no passo indutivo, para cada n, provamos P(n + 1) a partir da hipdtese P(n).
Dé-se entao a P(n) o nome de hipdtese indutiva.
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2.1 Exemplo. Vamos usar inducdo matemética para provar que n3 4 2n é divisivel por
3, para todo o n € IN.
A propriedade P(n) é, neste caso, “n® + 2n é divisivel por 3”.
P(0) significa que 0% + 2 x 0 é divisivel por 3, o que é obviamente verdadeiro.
Assumindo agora como hipétese que P(n) se verifica, vamos provar P(n + 1). Temos
que
(n+134+2n+1) =n+1D[(n+1)%+2]
=(n+1)(n>+2n+1+2)
=n3+ 202 +3n+n?+2n+3
=(n?+2n)+3n>+3n+3

Por hipétese indutiva, n3 + 2n é divisivel por 3; por outro lado, é claro que 3n% + 3n + 3
é divisivel por 3. Logo (n + 1)3 +2(n + 1) é divisivel por 3, completando-se assim o passo
indutivo.

Nos Exemplos de 2.2 a 2.3 sao provadas algumas das propriedades da adigao e da
multiplicacdo de nimeros naturais usando o Principio de Indugao Matematica, bem como
outros dos axiomas de Peano.

Sugestao. Os Exemplos 2.2, 2.3 e 2.4 usam induc¢ao matematica para demonstrar algumas
das propriedades conhecidas sobre ntimeros naturais a partir dos axiomas de Peano. Se
ainda nao se sente bem familiarizado com a indugdo matemadtica, serd melhor praticar
primeiro esta técnica nos Exemplos 2.1 e 2.5, e nos exercicios no final das Secgoes 2, 3 e
11, antes de uma leitura cuidada dos Exemplos 2.2, 2.3 e 2.4.

2.2 Exemplo. Usando os axiomas de Peano, vamos provar a propriedade comutativa da

adicdo de numeros naturais, i.e.,
VmVn(m+n=n+m).

Demonstracao por inducao sobre m:

Base indutiva: P(0), i.e., Yn(0 +n =n+0). Provamos P(0) por indugao sobre n:
Base indutiva: 04+-0=040
Hipétese indutiva: 0 +n=n+0

Passo indutivo:

1. 0+ s(n) = s(0 4+ n), por axioma 6.

2. s(n) +0 = s(n) = s(n +0), por axioma 5.

3. s(0+n) = s(n+0), por hipétese indutiva

4. 0+ s(n) = s(n) + 0, por 1,2 e 3 e transitividade da igualdade
Conclusao: Vn(0+mn =n+0)
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Hipétese indutiva: P(m), ou seja, Vn(m +n =n+m)

Passo indutivo: Queremos provar que Vn(s(m)+n = n + s(m)). Fixemos n; vamos
mostrar que s(m) +n =n+ s(m).
n+ s(m) = s(n +m), pelo axioma 6.
= s(m + n), pela hipétese indutiva.
Vamos provar por inducao sobre n que, para todo o natural n, se verifica
s(m+n)=s(m)+n:
Base indutiva: A igualdade s(m + 0) = s(m) + 0 é verdadeira porque
s(m+0) = s(m) = s(m) + 0, pelo axioma 5.

Hipétese indutiva: s(m+n) = s(m) +n
Passo indutivo: Prova-se que s(m + s(n)) = s(m) + s(n).
s(m+ s(n)) = s(s(m +n)), pelo axioma 5.
= s(s(m) + n), pela hipétese indutiva
= s(m) + s(n), pelo axioma 5.
Conclusao: Vn(s(m +n) = s(m) +n)

Conclusao: VmVn(m +n =n+m)

2.3 Exercicio. Usando os axiomas de Peano, prove a propriedade associativa da adicgao,
ie, VmvnVr(m+n)+r=m+ (n+r)).

2.4 Exemplo. Vamos provar a propriedade distributiva da multiplicacao em relagao a

adigdo para numeros naturais, i.e., VmvVnVr(m x (n +r) =m xn+m x r).

Fixados m e n, prova-se que Vr(m x (n+r) =m xn+m x r):

Demonstragao por inducao sobre r:

Base indutiva: m x (n+0) =m xn=m xn+0 =m X n+m x 0, usando os axiomas
5. eT.

Hipétese indutiva: P(r), ou seja, m X (n+7r) =m X n+m X r.

Passo indutivo: Queremos provar que m x (n+ s(r)) = m x n+m x s(r)
m X (n+ s(r)) =m x s(n+r), pelo axioma 6,

=m X (n+ 1)+ m, pelo axioma 8,

= (m x n+m x r) + m, pela hipétese indutiva,

=m xn+ (m xr+m), pela assoc. da adigao,

=m x n+m X s(r), pelo axioma 8.

Conclusao: Vr(m X (n+71)=m xn+m Xxr).



Matematica Discreta - Departamento de Matematica - EST-IPV — Cap. IV 87

A Indugdo Matematica pode ser usada partindo de uma base diferente de 0. Isto é,
em vez de provarmos que P(n) se verifica para todo o n > 0 podemos provar que P(n)
se verifica para todo o n > ng. O quadro seguinte esquematiza o Principio de Indugao

Matematica com a base indutiva ng # 0.

Base indutiva: P(ng)
P(no)

Hipétese indutiva: P(n), com n > ng
Vn((n > ng) — (P(n) — P(n+1)))

Passo indutivo: P(n) = P(n+ 1))
Conclusao: verifica-se P(n) para todo o n > ng

~-vn((n > ng) — P(n))

2.5 Exemplo. Vamos provar que 2" < n! para n > 4.
(i) A propriedade verifica-se para n = 4: 24 =16 < 4! =4 x 3 x 2 = 24.
(ii) Seja agora n um numero natural maior ou igual a 4 tal que 2" < nl. Queremos

mostrar que 2" < (n 4+ 1)!. Temos:

2l =9n x 2
< n! x 2, pela hipétese indutiva
<nlx (n+1), vistoque4 <mn,logo2<5b<n+1
=(n+1)!

Logo 2"t < (n+ 1)L

Concluimos por (i) e (ii) que para todo o n > 4 se verifica a desigualdade 2n < n!.

Observacao: Note que a propriedade se nao verifica para n = 1,2, 3.

O Principio de Indugao Matematica Forte usa uma hipdtese indutiva mais forte. O

quadro seguinte esquematiza este principio.

Base indutiva: P(0)
Hipdétese indutiva: P(k) para todo k < n
Passo indutivo: Assumindo a hipdtese in-

P(0)
Vi((Vk((mk < n) — P(k))) — P(s(n)))

) dutiva, prova-se P(n + 1))
-+ VnP(n)) S0 ver:
Conclusao: verifica-se P(n) para todo o n

Portanto, neste caso, no passo indutivo, temos de provar que, para cada natural n > 0
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se a propriedade se verifica para todos os naturais menores ou iguais a n também se verifica

paran + 1.

2.6 Exemplo. Vamos provar que todo o nimero natural maior do que 1 pode ser escrito
como produto de nimeros primos.
(i) A propriedade é valida para n = 2, visto que 2 é um produto de primos com um
Unico factor, o préprio 2.
(ii) Suponhamos agora a propriedade valida para todo o natural k tal que 2 < k < n.
Pretendemos mostrar que n+ 1 se pode escrever como um produto de primos. Temos duas
possibilidades: ou n 4+ 1 é primo sendo nesse caso trivialmente um produto de primos, ou

n + 1 nao é primo, ou seja, existem dois niimeros naturais a e b maiores do que 1 tais que
n+1=axb.

Mas entao temos que
2<a,b<n+1

Pela hipétese indutiva, a escreve-se como um produto de primos e b também se escreve
como um produto de primos. Logo o produto de a por b é um prouto de primos, como
queriamos provar.

De (i) e (ii), conclui-se o pretendido.
2.7 Exercicios.

1. Prove que 2+4+46+---+2n =n(n+ 1) para todo o n > 1.

2. Prove que 3" < (2n)! para n > 2.

3. Prove que 2" > n? para n > 4.

4. Mostre que 7 divide 23" — 1 para todo n € IN.

5. Mostre que 5 divide n® — n para todo n € IN.

6. Use indugdo matemadtica para mostrar que se h > 0 entdao 1 + nh < (1 + h)" para

todo o inteiro nao negativo n.

7. Mostre que com moedas de 2 e 5 euros se pode perfazer um total de n euros para
qualquer n > 4.

8. Uma estacao de correio vende selos de 9 e 10 céntimos. Demonstre que qualquer
tarifa de 79 céntimos ou superior pode ser paga com uma combinagao destes selos.
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9. Mostre que no calculo proposicional toda a expressao légica que nao contém negagoes

tem um numero impar de simbolos.

10. Use inducao matematica para provar que um conjunto nao vazio com n elementos

tem n(n — 1)/2 subconjuntos contendo exactamente dois elementos.
11. Os nimeros harmoénicos Hy, k = 1,2, 3, ..., definem-se por
1 1 1
H=1+_-4+-4+...+—.
p=ltg gttty
(a) Determine o valor de H3 e de Hyz.

(b) Use inducao matemdtica para mostrar que, para todo o n € IN,

n
H2n21—|—§.

12. Use indugao matemdtica para mostrar que —(p1 V pa V...V p,) é equivalente a —p; A

=p2 A ... A py, onde p1, P2, ..., pn SA0 Proposicgoes.
13. Mostre que

[(p1 = p2) A (P2 = D3) A oo A (Pr—1 = Pu)] = [(PLAD2 A oo A1) = Pl -

14. Descubra o erro na seguinte “prova’de que todos os cavalos sao da mesma cor.

Seja P(n) a afirmagao de que todos os cavalos de um conjunto com n cavalos tém
a mesma cor. E claro que P(1) se verifica. Suponhamos agora que P(n) é
verdadeiro, ou seja, que todos os cavalos de um conjunto de n cavalos sao da
mesma cor. Consideremos n + 1 cavalos; numeremos esses cavalos por 1,2,
3, ..., n, n+ 1. Por hipdtese indutiva, os primeiros n desses cavalos sao da
mesma cor, e do mesmo modo os ultimos n cavalos também sao da mesma cor.
Como o conjunto dos n primeiros cavalos e o conjunto dos ltimos n cavalos se
intersectam, concluimos entao que os n+1 cavalos sao todos da mesma cor. Fica

assim provado que P(n + 1) é verdadeiro, o que finaliza a prova por indugao.

15. Descubra o erro na seguinte “prova’de que a™ = 1 para todo o n € IN.

Base indutiva: a® = 1 é verdadeiro por definicdo de a®.
Hipétese indutiva: o = 1 para todo o k € IN tal que k < n.

Passo indutivo:

n+1:a2n,(n,1):an.an _ 1-1 :1

a

anfl
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16. (*) A partir dos axiomas de Peano, demonstre que a adi¢ao é associativa. Pode usar

as propriedades da adicao ja provadas nesta secgao.

17. (*) A partir dos axiomas de Peano, demonstre que 0 é um zero & esquerda para a

multiplicacao. Por outras palavras, prove que 0 x n = 0.

3 Definicoes recursivas

Comecemos por um exemplo de definigdo recursiva, neste caso, a definicao de “des-

cendente de z”:

1. Todos os filhos de x sao descendentes de x.

2. Filhos de descendentes de z sao descendentes de x.

Uma definigao recursiva consiste numa regra de base e numa regra recursiva.
A regra de base descreve os elementos definidos directamente.
Os outros elementos sao definidos por aplicacao sucessiva da regra de recursao a partir

do(s) elemento(s) definido(s) pela regra base.

3.1 Exemplo. Definicao recursiva de operadores.

n
Se ® ¢ um operador com identidade e, ® a; define-se recursivamente por

i=m

1. ®ai:e,sem>n;

=m
n+1 n

2. ®ai = ®ai®an+1, sem<n+1.
i=m i=m

n n n
3.2 Exercicio. Prove a seguinte propriedade dos somatorios: Z(ai +b;) = Z a; + Z b;.
i=m i=m

i=m

3.3 Exemplos. A seguir apresentam-se mais dois exemplos de defini¢bes recursivas.

I. Uma SL-expressao (i.e., uma “simplified logical expression”) é definida recursivamente

do seguinte modo:

1. Todas as varidveis proposicionais sao SL-expressoes.
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2.

Se A e B sao duas SL-expressoes, também (A A B), (AV B) e = A sao SL-expressoes.

II. Uma SM-expressao é definida recursivamente por:

1.

2.

3.4

Todos os inteiros e varidveis nominais sao SM-expressoes.

Se A e B sao duas SM-expressoes, também —A, (A + B), (A — B) e (A x B) sao
SM-expressoes.

Exercicios.

. Mostre que 12 + 2% + ... +n? = n(n + 1)(2n + 1)/6 para todo o inteiro positivo.

Determine uma férmula para

L S|
1-272.37 7" T nn+1)

analisando os valores da expressao para os primeiros valores de n. Use inducao
matematica para provar que a conclusao a que chegou estd correcta.

(a) Prove por inducao que para todo o natural n se verifica

n

> 2k —1) =n’.

k=1

(b) Use o resultado da alinea anterior para calcular a soma de todos os ntmeros
inteiros fmpares de 1 a 99, ou seja, 1 +3+5+ 7+ ... + 95+ 97 4+ 99.

. Indique todos os termos de Z?ZI(Z?:O aij)-

Simplifique Y ai — > i Git1-

Prove as seguintes propriedades dos somatérios, usando indu¢ao mateméatica (supoe-
sem >1)):
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10.

11.

12.

Z%‘Fb Zal—i—Zb

i=m

n

(S2) Zn:(ai+b):(2ai)+(n—m+1)b,nzm—l

n n
(S3) ) (aib)=b> a
n n+k
(84) Zai = Z ik
=1 i=1+k

Use indugao matematica para provar que:

(a) - /\?:1 Pz = \/?:1 _‘Pi;
(b) (H?:1 ai)Q = H?:l a?.

Prove que " ji(i +1) =n(n+1)(n+2)/3, se n > 0.

Prove por inducao sobre m a seguinte igualdade:

i=1 j=1 j=1i=1

Prove que para todo n € IN se verifica a igualdade
n
d ivil=(n+1)-1.
i=0

Prove que para todo n € IN se verifica a igualdade

Z] n(n+1)(2n+1)(3n%+3n —1)/30.

Mostre que, para todo o natural n > 1,

1
Z aias... -

0£{a1,ar}C{1,2,..n} @

92
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13. Considere a defini¢ao recursiva de SM-expressao dada no final desta secgao antes dos
exercicios. Descreva como é que aplicando um nimero finito de vezes as regras 1 e 2
pode obter a SM-expressao (((x —2) + (2 x 3)) — ).

14. Considere todas as fbfs do calculo proposicional onde figuram apenas os conectivos
l6gicos - e —. Dé uma definicao recursiva dessas féormulas.

15. Um certo conjunto A de nimeros define-se recursivamente do seguinte modo:

1. 1€ A4;

2. Se n € A entao também n + 3 € A.
(Nenhuns outros nimeros pertencem a A.)

Identifique A, justificando.

16. Dé uma defini¢do recursiva do conjunto de todas as poténcias de 2 com expoente

natural.

4 Arvores binarias

Uma drvore bindria sobre um conjunto C pode definir-se recursivamente do seguinte modo:
1. A &rvore vazia é uma drvore bindria. Esta drvore denota-se por ().

2. Se A e B sao duas arvores bindrias e ¢ € C, entao (4, ¢, B) é uma arvore binéria. A
diz-se a subdarvore a esquerda e B a subarvore a direita.

A 4rvore que consiste apenas num vértice ¢, que segundo a definicdo recursiva acima
se denota por ((),c,()), designa-se habitualmenter apenas por (c).

Uma arvore binaria pode ser representada graficamente. Por exemplo, a arvore binaria
(((a),b,(c), f,((),g,(h))) representa-se do seguinte modo:

b g
a c h
Os elementos a, b, ¢, ..., dizem-se vértices da arvore. Os vértices estao ligados por

arcos.

Se T' é uma arvore e ¢ e j sao vértices de T tais que existe um arco dirigido de ¢ para j,
diz-se que ¢ é pai de j e que j é filho de i. Vértices sem filhos dizem-se folhas, os vértices
com filhos dizem-se vértices com ramo. Uma raiz é um vértice que nao tem pai.
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No exemplo acima, b é pai de a e ¢, f é raiz da arvore, g é um vértice com ramo e h ¢é
uma folha.

Arvores bindrias nao vazias tém uma raiz e cada vértice tem no méaximo dois filhos.

4.1 Exercicio. Use a definicao recursiva de uma arvore bindria para descrever a drvore

bindria representada por

Solugao: ((¢),d, ((e), f,()))

4.2 Exemplo. Suponhamos que pretendemos definir recursivamente todas as arvores
bindrias nao vazias sobre {a, b, c} tais que cada vértice tem ou 2 filhos ou 0 filhos.
Comece por representar algumas destas arvores.
Designemos por A o conjunto das arvores binarias referidas. Verifique que ele pode ser

definido por

1. As arvores (a), (b) e (¢) pertencem a A.

2. Se A e B sao duas drvores bindrias e x € A, entao (A, x, B) é uma arvore bindria.
4.3 Exercicios.

1. (a) Represente graficamente as arvores binarias A = ((b),a,((a),b,(a))) e B =
(((a), b, (a)) , b, ((b), b, (b)))-
(b) Seja T o conjunto das &rvores bindrias sobre o conjunto {0, 1} definidas recur-
sivamente por:
1. (0) e (1) pertencem a T.
2. Se A é uma arvore em T de raiz 0 e B é uma drvore em 7T de raiz 1,
entao (A,0,B) e (B,1,A) pertencem a 7.
Represente todas as arvores de 7 de altura menor ou igual a 3.
2. Seja A = {0,1} e seja G o conjunto de todas as &rvores binérias T' sobre A com

a seguinte propriedade: As subdrvores a esquerda e a direita de cada né de T sao
idénticas na estrutura e nos nés. Dé uma definicao recursiva do conjunto G.
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5 Listas

Uma lista é uma sequéncia finita de zero ou mais elementos.

Uma lista sobre um conjunto A define-se recursivamente por:

1. A lista vazia é uma lista. Esta lista denota-se por [ |.

2. Se a € A e B é uma lista sobre A, entdo [a|B] é uma lista. Neste caso, a diz-se a

cabeca da lista e B é a cauda da lista.

Para armazenar os trés niimeros 15, 3 e 22, poem-se em lista

[15]3][22]]]

Aqui a cabega da lista é 15 e [3][22]] é a cauda. Esta lista pode ser representada por
15, 3, 22]
Uma lista da forma [al[]] denota-se por [a].

Outras notagoes: Para denotar uma lista da forma [a | [b] [c]] ] também se usa |[a, [b, [c]]]
ou<a,<b <c>>>ou<a,b,c>.

5.1 Exemplo. Pretende-se definir o conjunto S de todas as listas nao vazias sobre o
conjunto {0, 1} onde os elementos em cada lista alternam entre 0 e 1.

Temos entao que S = {[0], [1],[1,0],[0,1],[0,1,0],[1,0,1],...}.

Neste caso, S pode definir-se recursivamente por:

Base: [0], [1] pertencem a S.

Recursao: Se B pertence a S entao: [1, B] pertence a S, se a cabeca de B é 0 e [0, B|

pertence a S se cabeca de B é 1.
5.2 Exercicios.

1. (a) Seja L o conjunto de listas sobre o conjunto {0,1,¢} definido recursivamente a
seguir, onde ¢(L) denota a cabega da lista L:

1. []eL;
2. Dada L € L:
(i) se L tem cabeca e ¢(L) = t, entao [0, L] e [1, L] pertencem a L;

(ii) caso contrario, entdo [t, L] pertence a L.

(a) Escreva todas as listas pertencentes a £ de comprimento menor ou igual a
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(b) Quantas listas de comprimento 12 terd o conjunto £? Justifique sucinta-

mente.

(¢) O mesmo que em (b) para um dado comprimento n.

2. Seja L o conjunto de todas as listas sobre {a, b} que alternam a’s e b’s, como acontece,
por exemplo, nas listas [], [a], [0], [a,b], [b,a], [a,b,a], [b,a,b], [a,b,a,b], ... Dé uma
definig¢ao recursiva de todas as listas de L.

6 Strings

Uma string é uma sequéncia finita de zero ou mais elementos colocados um a seguir ao
outro por justaposicao. Os elementos individuais com os quais podemos construir strings
ou palavras constituem o alfabeto. Por exemplo,

aacabb

é uma string no alfabeto {a,b,c}. Uma string sem elementos diz-se string vazia e
denota-se por A.

O nimero de elementos que aparecem numa string S diz-se comprimento de S e denota-

se por |S|. Por exemplo, a string aacabb, no alfabeto {a, b, c}, tem comprimento 6.

Podemos considerar uma operacao entre strings, dita concatenagdo e usualmente in-
dicada por um ponto, -, que consiste em justapoér duas strings pela ordem dada. Por
exemplo, a concatenacao de cb com aba da cbaba, ou seja, cb - aba = cbaba.

A concatenacao é associativa, i.e., para quaisquer strings R, S e T num alfabeto A,
verifica-se (R-S)-T=R-(S-T).

A string vazia é elemento neutro da concatenacao, i.e., para qualquer string .S, verifica-
seA-S=5-A=5.

Para um ntimero natural n e uma string S, pode denotar-se por S™ a string S-S-...- S,

onde S é repetida n vezes. Por exemplo, se a é um elemento do alfabeto, a’ = A, a' = a,

a2 = aa, CL3 = aaa.

Dado um alfabeto A, designamos por A* o conjunto de todas as strings sobre o alfabeto

A.

Definicao recursiva de strings sobre um alfabeto A:

1. A e A*.

2. SeacAe S € A*, entaoa- S € A*.

6.1 Exercicios.
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1. Defina recursivamente o conjunto L de strings sobre o alfabeto A = {0, 1} que contém
exactamente uma ocorréncia do elemento 0 sendo essa ocorréncia na extremidade

direita. (Assim sao elementos de L, por exemplo, 0, 10, 110, 1110, ...)

2. Seja A = {0,1} e Q o conjunto de strings sobre A com a propriedade seguinte:
Nenhuma string contém 0 na extremidade esquerda excepto o proprio 0. Defina @)
recursivamente. (Sao elementos de @, por exemplo, 0, 1, 10, 11, 100, 101, 110, ...)

3. Defina recursivamente o conjunto de todas as strings de comprimento par sobre um
alfabeto A.

4. Construa uma defini¢ao recursiva do conjunto S de todas as strings sobre o alfabeto
{a, b}, tal que
S ={a, b, ab, ba, aab, bba, aaabb, bbba, ...} .

5. Defina recursivamente o conjunto £ de todas as strings sobre B = {0, 1} da forma
A, 01, 0011,000111, ..., isto é, as strings constituidas por um certo nimero de 0’s

consecutivos seguidos pelo mesmo nimero de 1’s consecutivos.

6. Defina strings da forma a™ba" recursivamente. Use a formacao de regras para provar

que todas as strings geradas desta maneira tém um ndmero impar de caracteres.

7. Defina recursivamente o conjunto £ de todas as strings sobre B = {0, 1} que alternam
0’s e 1’s, como acontece, por exemplo, nas strings A, 0, 1,01, 10, 010, 1010, 01010, ...

8. Identifique as strings que pertencem ao conjunto A de bit strings definido recursiva-

mente por
Ae A
0zl € Ase x € A.

7 (G-sequéncias, sequéncias decrescentes

Se G é um predicado de aridade 2 interpretado num dominio D, uma G-sequéncia em D
é uma sequéncia tal que, para cada dois termos sucessivos = e y da sequéncia, G(z,y)

verifica-se.

7.1 Exemplos.

1. No dominio dos nimeros inteiros, seja G(z,y) := x > y. Entao toda a sequéncia (es-
tritamente) decrescente é uma G-sequéncia. Assim, como exemplo de G-sequéncias
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temos:
15, 5, 0
22, 21, 20, 19
-2, —4, —6, =9
2. Analogamente, para a mesma interpretacao de G no dominio dos racionais, um exem-
plo é
1, 1/2, 1/4, 1/5, 1/6

3. Se considerarmos o dominio das fbf’s no calculo proposicional e G' como a inter-
pretacao tal que G(z,y) é verdadeiro se a fbf y entra na construgao da fbf z, ou seja,
y ¢ uma subférmula bem formada (prépria) de z, entao

(PAQ)A—-R, PAQ, P

é uma G-sequéncia.

Um dominio diz-se bem-fundado relativamente a um predicado G (de aridade 2) se

todas as G-sequéncias tém fim.

Nos dominios bem-fundados existem elementos z tais que G(z,y) ¢ falsa para todo o
y. Estes elementos dizem-se minimais.

O dominio dos ntimeros naturais (relativamente a ;) tem apenas um elementos minimal,
o 0.

Os elementos minimais no dominio das SL-expressoes (relativamente a G(z,y) ==y é
subexpressao prépria de x) s@o as expressoes atomicas.

Nos dominios cujos elementos sao definidos recursivamente, podemos considerar G tal

que G(z,y) significa y é necessario para gerar x (ou seja, y entra na construgao de x).
7.2 Exercicios.

1. Mostre que se G(z,x) é verdadeiro entao existem G-sequéncias infinitas.

2. Mostre que se existe um valor y tal que G(z,y) e G(y,x) sdo ambos verdadeiros
entao existem G-sequéncias infinitas.

8 Demonstracoes por recursao

Seja D um dominio bem-fundado relativamente a um predicado G. Para provar que
uma determinada propriedade P(x) se verifica para todo o x de D podemos usar uma

demonstragao por recursao, cujos passos se descrevem a seguir:
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Base indutiva: Mostra-se que a propriedade P(x) é verdadeira para todo o elemento

minimal z.

Hipétese indutiva: Supoe-se que, para dado x, P(y) é verdadeira para todo o y tal que

G(z,y) se verifica.
Passo indutivo: Prova-se P(z).
Conclusao: Conclui-se que VzP(x).

8.1 Exemplo. O dominio Z nao é bem-fundado relativamente a G tal que G(z,v)
significa que z > y. Logo nao se podem fazer demonstragdes por recursao neste dominio.

Mas claro que o dominio IN é bem-fundado relativamente ao mesmo G. A chamada
inducao matematica forte nao é mais do que uma demonstracao recursiva no dominio dos

naturais relativamente a >.

8.2 Exemplo. Pretende saber-se se o seguinte procedimento que leva ao célculo de

fact(n) termina sempre:

function fact(n: integer) : integer;
begin
if n=0 then fact:=1
else fact:=nxfact(n-1);

end;

E facil concluir que termina se n é um inteiro nao negativo. Mas nao termina no caso

de n ser qualquer inteiro.

Prova de que termina para n > 0:

Seja P(n) verdadeiro se e s6 se fact(n) termina.

Dominio bem-fundado: O dominio dos niimeros naturais é bem-fundado para o predi-
cado >. Tem um s6 elemento minimal, 0.

Base indutiva: O programa termina para n = 0, logo P(0) verifica-se.

Hipdtese indutiva: Supde-se que o programa termina para todos os m < n.

Passo indutivo: Por hipdtese indutiva, fact(m) termina para todos os m < n. Em
particular, fact(n-1) atingird um valor e, entdo, no passo seguinte, o célculo de fact(n)
estard terminado.

Conclusao: Conclui-se que o valor de fact(n) é sempre atingido para todo o n > 0.

Se considerarmos n um numero inteiro, a demonstragao ja nao é vélida, porque ha
sequéncias decrescentes infinitas no dominio dos inteiros. Nomeadamente, se n = —1,
para calcular fact(-1), é preciso calcular fact(-2); para calcular fact(-2), é preciso calcular

fact(-3); e assim sucessivamente pelo que o programa nunca mais acaba.
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Quando definimos recursivamente os elementos de um dado conjunto, as regras recur-
sivas podem ser alongadoras ou encurtadoras. Uma regra recursiva diz-se alongadora se o
novo objecto a ser definido contém propriamente as componentes usadas na sua definicao.
Em todos os exemplos dados até aqui as regras recursivas eram alongadoras. As regras
encurtadoras obtém-se fazendo desaparecer algumas das componentes usadas na definicao.
E exemplo de regra encurtadora a seguinte:

“Se (A) é uma SL-expressao entdo A é uma SL-expressao.”

Consideremos a seguinte defini¢ao recursiva de teorema:
1. Toda a premissa é um teorema.

2. Toda a expressao que pode ser deduzida de um teorema por meio de uma regra de

inferéncia valida é um teorema.

Um exemplo de regra do tipo 2 é a seguinte: “ De A e de A — B deduz-se B.”
Esta regra é claramente encurtadora. As regras de inferéncia surgem assim como regras
recursivas e, usualmente, existem regras encurtadoras e regras alongadoras entre as regras

de inferéncia.

J& vimos atrds que nos dominios cujos elementos sao definidos recursivamente, se pode
considerar G tal que G(z,y) significa y é necessério para gerar x (ou seja, y entra na
construcao de x, ou ainda, y é uma componente (prépria) de x). Se todas as regras
recursivas sao alongadoras entao todas as G-sequéncias terminam e os elementos minimais
sao os elementos bdsicos. Neste caso, o dominio é bem-fundado relativamente a G. A
demonstragao por recursao de uma propriedade P(x) para todos os elementos do dominio,
também chamada Inducao Estrutural, pode neste caso ser descrita como a seguir:

Base indutiva: Prova-se que para todo o objecto basico =, P(x) é verdadeiro.

Hipétese indutiva: Supde-se que, para dado z, P(y) é verdadeiro para todas as com-

ponentes proprias y de .
Passo indutivo: Prova-se P(x).

Conclusao: Conclui-se que Yz P(x).

8.3 Exemplo. Dual de uma SL-expressao C é a SL-expressao definida por:
dual(C)=dual(A)V dual(B), se C = AN B
dual(C)=dual(A)V dual(B), se C = AV B
dual(C)=-dual(A) se C = -4
()

dual(C)=C, nos outros casos
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Vamos provar, usando inducao estrutural, que dual(C') se obtém de C' substituindo

todos os A por V e todos os V por A.

Seja P(C) a propriedade “dual(C) obtém-se de C' substituindo todos os A por V e
todos os V por A”. Vamos mostrar que YCP(C):

Base indutiva: Se C' é uma SL-expressao basica entao nao contém conectivos logicos;
logo, por defini¢ao de dual, fica dual(C')=C e é claro que se verifica P(C).

Hipétese indutiva: Supbe-se P(X) verdadeira para todo o X que é uma subexpressao
prépria de C.

Passo indutivo: Tém de ser considerados trés casos:

1) C = AAB: dual(C)=dual(A)V dual(B) e, por hipdtese indutiva, dual(A) e dual(B)
obtém-se de A e B, substituindo todos os A por V e todos os V por A. Logo dual(C)
obtém-se de C substituindo todos os A por V e todos os V por A.

2) C = AV B: argumenta-se de forma andloga ao feito para 1).

3) C' = —A: a hipdtese indutiva, assegura que a SL-expressao A e, portanto, também
a SL-expressao —A se obtém de A substituindo todos os A por V e todos os V por A.

Conclusao: Para todo o C, dual(C) obtém-se de C' substituindo todos os A por V e
todos os V por A.

8.4 Exercicio. Complemento de uma SL-expressdo C é a SL-expressao definida por:
comp(C)=comp(A)Vcomp(B), se C = AN B

comp (C)=comp(A)A comp(B), se C = AV B

comp (C)= —comp(A) se C' = —A e A é composta

comp(C)=P se C' = —P e P é atémica

comp(C)= —P,se C = P e P é atémica

Mostre que comp(C) = —=C.

8.5 Exercicios.

1. Defina E-expressoes do seguinte modo:
1. 2,3,4,... é uma F-expressdao. A estas F- expressoes chamamos atomicas.
2. Se z e y sao E-expressoes, também o sdo (z +y) e (z X y).

E-expressoes podem ser calculadas da forma habitual. Mostre que o valor de cada

FE-expressao é nao inferior a 2n, onde n é o ntimero de expressoes atémicas.

2. Dé uma definicao recursiva de

(a) todos os inteiros positivos multiplos de 5;
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(b) todos os inteiros positivos impares;
(c) todos os polinémios em x de coeficientes inteiros,

(d) todos os inteiros positivos congruentes com 2 médulo 3.

9 Sobre arvores

Defini¢ao (recursiva) do nivel de um vértice de uma arvore:

1. Uma raiz tem nivel 1.

2. O filho de um vértice de nivel n tem nivel n + 1.

A altura de uma 4rvore é o maximo de todos os niveis de vértces da arvore. A 4rvore

vazia tem altura 0.

9.1 Teorema. O niumero mdzimo de vértices de uma drvore bindria de altura n € de

2n — 1 e existe uma drvore bindria de altura n com 2n — 1 vértices.

Demonstragdo. (Usando indugao estrutural)

Base indutiva: A drvore vazia tem altura 0 e 0 vértices; como 2° —1 = 0, a propriedade
verifica-se para a arvore vazia.

Hipétese indutiva: Suponhamos a propriedade valida para todas as subdrvores proprias
de uma arvore bindaria T de altura n.

Passo indutivo: Uma subarvore prépria de uma arvore bindaria 1" de altura n pode ter
quando muito altura n — 1 e, por hipétese indutiva, ndo pode ter mais do que 2"~ — 1
vértices. Como a arvore 1" é constituida por duas subdarvores e pela raiz, os vértices de
T sao os das duas subdrvores e a raiz, ou seja, nao sdo mais do que 2(2"~! — 1) +1 =
2" —24+1=2"—-1.

Conclusao: O nimero méaximo de vértices de uma arvore bindria de altura n é 2n — 1.

9.2 Exercicio. Mostrar usando inducao sobre n, que para todo o n existe uma arvore

binaria de altura n com exactamente 2™ — 1 vértices.

9.3 Teorema. Uma drvore bindria nao vazia de nm vértices tem exactamente n + 1

subdrvores vazias.

Demonstragao. (Usando indugdo estrutural)
Base indutiva: Uma arvore com 1 vértice tem 2=1+1 subéarvores vazias.

Hipétese indutiva: SupGe-se que a propriedade é valida para todas as subarvores
préprias de uma dada arvore T com n vértices. Isto significa que toda a subédrvore prépria

nao vazia de T com m vértices tem exactamente m + 1 subarvores vazias.
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Passo indutivo: T é da forma (A, ¢, B). Se uma das subéarvores A ou B é vazia, entao
a outra tem n — 1 vértices e, por hipdtese indutiva, tem n subdarvores vazias. Portanto,
T tem n + 1 subarvores vazias. Se ambas as subarvores A e B sao nao vazias, sejam mg
e my o numero de vértices de A e B, respectivamente. Entdo n = my; + mg + 1 e, por
hipétese indutiva, A tem mj + 1 subarvores vazias e B tem mso + 1 subarvores vazias.

Consequentemente 7" tem (my + 1) 4 (m2 + 1) = n + 1 subarvores vazias.
Conclusao: Todas as darvores bindrias nao vazias com n vértices tém exactamente n+1

subéarvores vazias.

10 Funcoes definidas recursivamente

10.1 Exemplo.
1. A sucessdo de Fibonacci define-se recursivamente por
L fo=0; i=1
2. fn=fa-1+ fn—2, paran > 2.
2. A funcdo f(n) = a”™, para n > 0, pode defenir-se por
L f(0)=1;
2. fln+1)=a- f(n).

Para definir uma funcao f de aridade d por recursao primitiva, procede-se do seguinte

modo:
Selecciona-se primeiro uma variavel, por exemplo, x4, como varidvel recursiva.
A definicdo consiste nas partes bésica e recursiva, tendo-se:
Parte basica: f(x1,x2,...,0) = eg
Parte recursiva: f(x1,x2,...,s(xq)) = €,
eg tem de ser uma expressao nao contendo f; nem ey nem e, podem conter outras
fungoes que ainda nao estejam definidas.
10.2 Exemplos.

1. Definicao recursiva primitiva da funcao add da adi¢ao de niimeros naturais:

add(x,0) =z
add(z, s(y)) = s(add(z,y))
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2. Definicao recursiva primitiva da funcao predecessor:

p(0)=0
p(s(z)) =z

3. Funcao subtracgao prépria: A subtragao prépria entre x e y define-se por

- T—Yy sex >y
€Xr — =
Y 0 sex<y

Uma defini¢ao recursiva da subtragao prépria é:

r—0=uz

z — s(y) =p(z — y)
4. Definicao recursiva da fungao sinal:

sg(0) =0
sg(s(z)) =1

5. Definigao recursiva da fungao sinal inversa:

isg(0) =1
isg(s(x)) =0

6. Fungoes booleanas:

and(p,q) = sg(p x q)
or(p,q) = sg(p+q)

not(p) = isg(p)

7. Funcao if: A funcéo if é dada por

y sex >0

if(z,y,2) = {

z sex =0

Portanto,

if(z,y,2) = (y x sg(z)) + (2 x isg(x))
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10.3 Exercicios.
1. Considere a seguinte funcao de Pascal:

function power(n:integer):integer;
begin
if n=0 then power:=1
else power := 2xpower(n-1)

end

Demonstre que esta funcao calcula 2™ para n > 0. Pode a demonstracao ser genera-
lizada para todos os valores inteiros de n?

2. Considere uma funcao f : IN — IR definida recursivamente por

Base: f(0) = f(1) =1,
Regra recursiva: f(n) = f(n —2)+ f(n— 1), paran > 2.

Calcule os f(k) para k < 7.

3. Determine f(1), f(2), f(3) e f(4) para f(n) definida recursivamente por f(0) =1 e,
paran =0,1,2,...,
(a) f(n+1) = f(n)+2;
(b) f(n+1) =20,
(c) fln+1)=f(n)*+ f(n)+1.

4. Determine f(2), f(3), f(4) e f(5) para f(n) definida recursivamente por f(0) = —1,
f(1)=2e, paran=1,2,..,

(a) f(n+1) = f(n)+3f(n—1);
(b) f(n+1) = f(n)*f(n—1);
(¢) f(n+1)=f(n—=1)/f(n).

5. A fungdo de Conway é definida recursivamente por:
f(1)=f(2)=1
f(n)=£f(f(n-1))+£f(n-f(n-1)), para n > 2.
Calcule f(k) para 1 <k <9.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Dé uma definigao recursiva da sucessao (a,), n = 1,2, ..., se
(a) an = 6n; (b) ap, = 14+(—1)™; (¢c) ap =n(n+1); (d) a, = n?.
Seja F' a funcdo tal que F(n) é a soma dos primeiros n inteiros positivos. Dé

umajdefini¢ao recursiva de F'(n).

Dé uma definicao recursiva de S,,(n), a soma do inteiro m com o inteiro nao negativo

n.

Dé uma definigao recursiva de Py, (n), o produto do inteiro m pelo inteiro nao negativo
n.

Os numeros de Fibonacci, fy, f1, fo, ..., definem-se por
fo=0;, fi=1; fo=fao1+ fnoparan =234, ....

(a) Calcule os numeros de Fibonacci fa, f3, fi e f5.

(b) Prove que fZ + f2+ ...+ f2 = fufar1 para todo n > 1.
(c) Prove que f1 + f3+ ... + fon—1 = fon, para todo n > 1.

(d) (*) Prove que fni1fn_1— f2 = (=1)" para todo n > 1.

)
)
)
)

Seja f(n) = 0+ 1+ ...+ n. Expresse f(n) como uma funcao recursiva primitiva.

Assuma que s(n) e add(n, m) sdo as unicas fungdes dadas.

Expresse a multiplicacao de inteiros em termos de fungoes recursivas primitivas. Para

isso, represente cada factor pelo seu sinal e o seu valor absoluto.
Seja H(0) =0e H(n+ 1) =2+ H(n). Sera H(n) uma funcdo recursiva primitiva?

O programa seguinte calcula ¢ usando a como input. Expresse ¢ como uma fungao

de a.
b:=3+a;
c:=2+a;
c:=cxb;

Expresse o valor final da variavel soma sum como uma funcao recursiva primitiva.

for i:=1 to n do sum:=sum-+ixi



Matematica Discreta - Departamento de Matematica - EST-IPV — Cap. IV 107

16.

17.

18.

19.

20.

11

1.

Use a funcao if para exprimir f(n) = n mod3 na forma de uma funcdo recursiva
primitiva.
Mostre que a seguinte funcao g calcula correctamente o maior divisor comum entre
cada par de inteiros positivos e y:

g(x,y) = if x =y then x

else if z > y then g(z — y,y)
else g(z,y — ).

Use inducao matemadtica para provar que uma funcao F' definida especificando F'(0)
e a regra para obter F'(n + 1) de F(n) estd bem-definida.

Use indugao matemaética (forte) para provar que uma fungao F' definida especificando
F(0) e a regra para obter F(n+ 1) de F(k) para k < n estd bem-definida.

Mostre que cada uma das definigoes recursivas de uma fungao no conjunto dos inteiros
positivos propostas a seguir nao estao correctas.

(a) F(1)=1e F(n) =1+ F([n/2]) para n > 1.

(b) (1)—2 F(2)=3eF(n)=1+ F(n—3) paran > 3.
(c) F(1) = () 2e F(n) =1+ F(n/2) paran > 2.
(d) F(n) = F(Fn—1))sen>2e¢ F(1) =2.
Exercicios

Considere o conjunto A = {c,a, b, 0}.

(a) Determine o nimero de listas de elementos de A de comprimento trés cuja
cabega é uma vogal.

(b) Seja W o conjunto de todas as strings sobre o alfabeto A definidas recursiva-
mente por:
(i) a e o pertencem a W.
(ii) Se S € W e S comega por uma vogal entao b-S e c- S pertencem a W. Se
S €W e S comeca por uma consoante entdao a - S e o- S pertencem a W.
Apresente todas as strings de YW de comprimento menor ou igual a 3.
Quantas das strings de W tém comprimento 47 E 57

(¢) Defina recursivamente o conjunto de todas as arvores binarias sobre A tais que

cada nodo com filho tem ou dois filhos etiquetados por duas vogais ou dois filhos

etiquetados por duas consoantes.
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2. Use inducgao matematica para provar que todo o n > 0 verifica a igualdade

ok 1
D sy cEs e

n

2
-1
3. Prove por inducgao que, para todo o n > 0, se verifica a igualdade: 2(22 —i) = M .

i=1
4. (a) Defina nivel de um vértice e altura de uma &drvore binéria.

(b) A seguir estd escrita a demonstragao de que dado um conjunto X # (), para todo
o natural n existe uma arvore bindria sobre X de altura n com exactamente
2™ — 1 vértices. Complete a demonstracao escrevendo na sua folha de prova o
correspondente a (A) e a (B).

Demonstragdgo. A propriedade é véalida para n = 0, visto que a arvore vazia

Suponhamos a propriedade valida para n. Vamos mostrar que entao também
se verifica para n + 1. Com efeito, por hipdtese indutiva, existe uma arvore
bindria A de altura n e com exactamente 2" — 1 vértices. Seja T' = (A, x, A),
com z € X. Entao a altura de T é igual a 1 somado & altura de A, ou seja,
n + 1. Por outro lado, denotando por v(7") o nimero de vértices de 1" e por
v(A) o niimero de vértices de A, tem-se ..(B).. .

5. Seja T um conjunto de drvores bindrias sobre o conjunto A = {0, 1} cujas arvores de
altura menor ou igual a 3 sao A = (0), B= (1), C =((1),0,(1)), D = ((0),1,(0)),
E = (((0),1,(0)), 0, ((0),1,(0))) e F = (((1),0,(1)), 1, ((1),0,(1))).

(a) Desenhe as arvores A, B, C, D, E e F.

(b) Sabendo que T tem todas as arvores de qualquer altura que se formam por um
processo analogo ao exposto nos exemplos dados, dé uma defini¢ao recursiva de

T.
. ~ . . (n—1)!
6. Seja f a fungao de variavel natural definida para n > 1 por f(n) = o

(a) Determine f(1), f(2), f(3) e f(4).

(b) Dé uma defini¢ao recursiva de f.

7. (a) Mostre que n? +n é um nimero par para todo o niimero natural n.
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()

Use inducdo matemética para provar que 6 divide n® —n para todo o n > 0.

Defina cabeca e cauda de uma lista. Defina recursivamente lista sobre um

conjunto A.

Defina recursivamente todas as listas nao vazias sobre o conjunto {z, y, z} tais
que a a letra x aparece sempre com outro x ao lado; por exemplo, [y], [y, 2],
[z, 2], [z, x, 2], [y, 2, z, 2,9], [z, 2,2,y, 2,2, 2, 2].

Determine o numero de listas de comprimento 4 da forma descrita na alinea

anterior.

9. Seja T o conjunto de todas as drvores bindrias nao vazias sobre o conjunto {a, b} tais

que cada vértice com filhos tem dois filhos iguais. Dé uma definicao recursiva de 7.

10. Considere o conjunto S de todas as strings sobre o conjunto {0, 1} definido recursi-

vamente por:

1. A string vazia pertence a S.

2. Se S pertence a S entao a string S - 0 pertence a S. Se S pertence a S e S nao

termina em 1 entao a string S - 1 pertence a S.

(a)
(b)

11. (a)

12. (a)

Apresente todas as strings pertencentes a S de comprimento 2 e 3.

Mostre que a funcao f definida recursivamente por

f0) =1, f(1) =2

f(n)=f(n—1)+ f(n—2), paran > 2
verifica a igualdade f(n+ 1) =2f(n— 1) + f(n — 2), para todo o n > 2.
Considere a afirmagao P(n) indicada a seguir:

P(n):=“O nimero de strings pertencentes a S de comprimento n é igual a f(n),
sendo f(n — 1) delas a terminar em 0 e as restantes f(n —2) a terminar em 1.”

onde f é a funcao da alinea anterior.

Prove que a propriedade P(n) é verdadeira para todo o n > 2.

n
Prove por indugao que para todo o n > 0, Z(?k +1) =n2
k=1
Use o resultado da alinea anterior para calcular a soma de todos os niimeros
impares positivos menores do que 122.

Represente graficamente as arvores bindrias A = ((b),a,((a),b, (a))) e B =
(((a), b, (@), b, ((b), 0, (1))).

Defina recursivamente arvore bindria sobre um conjunto X.
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(c) Seja T o conjunto das arvores bindrias sobre o conjunto {0, 1} definidas recur-
sivamente por:
1. (0) e (1) pertencem a 7.
2. Se A é uma arvore em 7T de raiz 0 e B é uma arvore em 7T de raiz 1,
entao (A,0,B) e (B,1,A) pertencem a T.

Represente todas as arvores de 7 de altura menor ou igual a 3.

(d) Seja U o conjunto de todas as &rvores bindrias nao vazias sobre o conjunto
{a, b} tais que cada vértice com filhos tem dois filhos iguais (como acontece, por
exemplo, com as drvores A e B da alinea (a)). Dé uma defini¢ao recursiva de
Uu.






Capitulo V

GRAFOS

1 Definicoes basicas

Um grafo é constituido por um conjunto finito de vértices e um conjunto finito de arcos
(ou arestas) que ligam pares de vértices. O diagrama da Figura 1 representa um grafo

com 4 vértices e 6 arestas. Mais precisamente: Um grafo G = (V, E, f) é constituido por

Figura 1: grafo

um conjunto nao vazio V' chamado o conjunto dos vértices (ou pontos ou nodos ou nos)
do grafo, um conjunto E dito o conjunto das arestas (ou arcos) do grafo, uma fungao
f do conjunto E das arestas para um conjunto de pares ordenados ou nao ordenados de
vértices. Se uma aresta tem como imagem um par ordenado, diz-se uma aresta dirigida;

caso contrario , diz-se uma aresta ndo dirigida.

Se uma aresta a € E estd associada a um par ordenado (u,v) ou a um par nao ordenado
{u,v}, onde u,v € V, dizemos que a liga os vértices u e v.

Dois vértices ligados por uma aresta dizem-se adjacentes. Um vértice que nao é adja-
cente a nenhum outro diz-se isolado.
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Por vezes representa-se um grafo apenas por G ou por (V, E).

Um grafo no qual todas as aresta sao dirigidas diz-se um grafo dirigido ou digrafo.
Um grafo no qual todas as arestas sao nao dirigidas diz-se um grafo nao dirigido.
Se tiver arestas dirigidas e arestas nao dirigidas, diz-se misto.

Se G = (V, E) é um grafo e a é uma aresta associada com o par ordenado (u, v), dizemos
que que a se inicia (ou tem origem) em u e acaba (ou termina) em v. Dizemos também
que a aresta é incidente em u e v.

Uma aresta que liga um vértice a si proprio diz-se lacete. O sentido de um lacete nao
é significativo, portanto um lacete pode ser considerado tanto dirigido como nao dirigido.

Na Figura 1, o arco e é um lacete e os vértices u e v sao adjacentes.

Na Figura 2 representam-se quatro grafos por meio de diagramas.

2 <, 3 2 < 3 A A

Figura 2: grafos

Podemos ter pares de vértices ligados por mais do que uma aresta. Tais arestas dizem-
se paralelas. Nos primeiro e segundo grafos da Figura 3 hd arestas paralelas mas nao no

terceiro.

1
2 2
l.'
vy 3
Figura 3: grafos

Um grafo que contenha algumas arestas paralelas diz-se multigrafo. Neste caso, a

aplicacao f entre arestas e pares de vértices nao é injectiva. Por isso, quando se trata de
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um multigrafo ndo é conveniente usar a notagao abreviada G = (V, E) em vez da notagao

completa G = (V, E, f).

Se num grafo nao existir mais do que uma aresta entre cada par de vértices (ndo mais
do que uma aresta dirigida em cada um dos sentidos, no caso de um grafo dirigido) e nao
tiver lacetes, diz-se um grafo simples. Vamos estudar sobretudo grafos simples e, a menos
que seja especificado o contrario, quando falarmos de grafos, referir-nos-emos aos simples.

Num grafo dirigido, para cada nodo v, o nimero de arestas que tém v como nodo inicial
diz-se o grau fora de v e o nimero de arestas que tém v como nodo terminal diz-se grau
dentro. O grau total de v é a soma do grau fora com o grau dentro. Se o grafo for nao
dirigido o grau total ou apenas grau de v é igual ao nimero de arestas incidentes em wv.

Sejam G = (V1, E1) e H = (Va, Esy) dois grafos tais que V3 C Va e Ey C Ey. O grafo G
diz-se um subgrafo do grafo H e escreve-se G C H. Na Figura 4, os grafos G, H, K e L
sao subgrafos de G.

G H K

Figura 4: subgrafos

Um grafo (V, E) diz-se completo se cada vértice é adjacente a todos os outros vértices
do grafo. Denotamos um grafo completo de n vértices por K,. A Figura 5 representa K,

paran =1,2,3,4,5.

Um grafo diz-se bipartido se o seu conjunto de vértices V pode ser particionado em
subconjuntos V; e V5 tais que os vértices de V] nao sao adjacentes entre si e 0 mesmo
acontece com os vértices de V5.

A Figura 6 representa um grafo bipartido.

Um grafo ndo dirigido pode ser considerado como um grafo dirigido se associarmos a
cada aresta nao dirigida {u,v} duas arestas dirigidas, (u,v) e (v, u).

Se G = (V, E) é um qualquer grafo sem arestas paralelas, E pode ser expresso como um
conjunto de pares ordenados, logo £ C V' X V pode ser considerado como uma relacao em
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- ol

Kl K,

Figura 5: grafos completos

v, v,
vy
\A \A

Figura 6: grafo bipartido

V. Assim dizemos que o grafo G = (V, E) é reflexivo, simétrico, anti-simétrico, transitivo,

etc., se a relacdo E o for. Um grafo nao dirigido é simétrico. (Porqué?)

Isomorfismo de grafos. Dois grafos G1 = (V1, A1) e Go = (Va, Ag) dizem-se isomorfos
se existir uma funcao bijectiva

¢: Vi =V

tal que para quaisquer dois vértices v e v de V] se tem que

(u,v) € A1 < (p(u), ¢p(v)) € A2 e {u,v} € A1 & {p(u), p(v)} € As.
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A funcao ¢ satisfazendo estas condicoes diz-se um isomorfismo de grafos e escrevemos
G1 ~ G5 para indicar que G e G9 sao isomorfos.
Por outras palavras, ¢ é um isomorfismo entre G e Go se ¢ : Vi — Vo for uma fungao

bijectiva e a correspondéncia ¢’ dada por

(u,v) = (d(u), ¢(v))
{u, v} = {o(u), ¢(v))}

define também uma funcao bijectiva ¢’ : Ay — As.
Como exemplo, consideremos os dois grafos da Figura 7.

Figura 7: grafos isomorfos

Eles sao isomorfos. Com efeito, se definirmos ¢ por
P(a1) = b1, ¢(az) = bs, ¢(as) = bs, d(as) = b3, ¢(as) = be,

a correspondéncia ¢ definida por ¢'({z,y}) = {¢(x), #(y)}, para cada aresta {z,y} do
primeiro grafo, é também uma funcao bijectiva.
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1.1 Exercicios.

1. Desenhe o grafo G = (V, E),onde V ={1,2,3,4,5} e E = {{1,2},{1,3},{1,5},{2, 3}, {3, 4},
{3,5},{4,5}}. Determine o conjunto W = {i |7 é um vértice tal que i e 2 sdo adjacentes}.

2. Desenhe o grafo dirigido G = (V, E),onde V = {1,2,3,4,5} e E = {(1,2), (1, 3),(1,5), (2, 3),
(5,1),(5,3),(4,1), (4,4)}.

3. Construa um grafo completo com 4 vértices tal que os arcos nao se intersectem.
Construa um grafo completo com 5 vértices.

4. Desenhe os grafos K3 e Kg.

5. Mostre que: (a) um grafo nao dirigido (simples) completo com n vértices tem o

n(n—1)
2

n vértices tem o nimero maximo de arestas, isto é, n(n — 1).

nimero méiximo de arestas, isto é, ; (b) um digrafo (simples) completo com

6. Em cada uma das alineas seguintes, mostre que os dois grafos dados sao isomorfos.

(a) 4
U1 U9
2 3
us3 Uq
1
G H
Us
(b) Ul, V2 us Uy
V3 (N u1 U2
K L

7. Mostre que o isomorfismo de grafos é uma relacdao de equivaléncia na classe de todos

os grafos.

Mostre que todos os grafos pertencentes a mesma classe de equivaléncia tém o mesmo

numero de vértices, o mesmo numero de arestas e o mesmo numero de vértices com
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um determinado grau. Descubra outras propriedades que sejam invariantes numa

mesma classe de equivaléncia.

8. Desenhe todos os digrafos simples com trés vértices, supondo que grafos isomorfos

nao se distinguem. Mostre que existe apenas

- um tal digrafo sem arestas;

- um com uma aresta;

- quatro com duas arestas;

- quatro com trés arestas,

- quatro com quatro arestas;

- um com cinco arestas;

- um com seis arestas.

Estabeleca as propriedades desses grafos no que respeita a simetria, transitividade,

etc.

9. Mostre que os grafos seguintes sao isomorfos.

U1 V6
us U4

Ug us U2 (%)
U1 u2

U3 V4

10. Mostre que os grafos seguintes nao sao isomorfos.

u1 U2 U1 V2

Ug ur V6 vr

Us us Vs Us

U4 us V4 U3
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2 Caminhos, ciclos e conexidade

Seja G = (V, E) um digrafo simples. Um caminho em G é uma sequéncia de arestas tal
que o vértice terminal de cada aresta é o vértice inicial da aresta seguinte na sequéncia.
Portanto,

< (v1,v2), (v2,03), .., (Vg—2,Vk—1), (Vg—1, V%) >

é um caminho, supondo que todos os vértices e arestas que aparecem na sequéncia perten-

cem a V e a F, respectivamente. Usualmente representamos um tal caminho por
< U1, V2, U3, ...y Vg—2, Vg—1, Vg > .

Claro que nem toda a sequéncia de vértices é um caminho.

O caminho trivial de v para v consiste num tnico vértice, < v >.

2.1 Exercicios. Faca o diagrama de um digrafo com cinco vértices e trés arestas. Indique

uma sequéncia de vértices que seja um caminho e uma outra que o nao seja.

O nimero de arestas que aparecem num caminho diz-se o comprimento do caminho.
Um caminho num digrafo no qual as arestas sao todas distintas diz-se um caminho simples.
Um caminho no qual todos os vértices sao distintos diz-se um caminho elementar.

Relativamente ao digrafo da Figura 8, alguns dos caminhos de 1 para 9 sao:

P =<19>
P,=<1,2,3,8,1,9 >
Py=<1,2,4,5,7,8,1,9 >

P, P, e P3 sao todos caminhos simples mas P, e P53 nao sao elementares.
Um caminho néo trivial da forma

< V1, V2, ...y Up, V1 >,

que comeca e acaba no mesmo vértice, diz-se um ciclo. Um ciclo diz-se simples se nenhuma
aresta do ciclo aparecer mais do que uma vez e diz-se elementar se nao passar por nenhum
vértice mais do que uma vez, excepto no inicial e terminal. Um ciclo simples também se
diz circuito.

Aluns ciclos do grafo da Figura 9 sao:

O =<1,2,3,81>
Oy =< 1,2,4,5,7,8,1 >
C3=<1,2,3,81,2,38,1>

Um digrafo simples que nao tem ciclos diz-se aciclico. A Figura 9 representa grafos

aciclicos.
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Figura 8: caminhos

Figura 9: grafos aciclicos

Seja G um digrafo simples. Se u e v sdo dois vértices de GG dizemos que v é atingivel
por u se v = u ou se existir algum caminho de u para v.

Se um vértice v é atingivel por um outro vértice v, um caminho de u para v com menor
comprimento diz-se um caminho de comprimento minimo. O comprimento dum caminho
de comprimento minimo diz-se a distancia de u a v e denota-se por d(u,v). Quando nao

existe nenhum caminho de u para v costuma escrever-se d(u,v) = oo.

2.2 Exercicios.

1. Verificar que a distancia d(u,v) entre dois vértices de um digrafo tem as seguintes
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propriedades:

d(u,u) =0
d(u,v) >0
d(u,v) + d(v,w) > d(u,w) (desigualdade triangular)

Compare estas propriedades com as propriedades de outras distancias que ja conhece.

2. Dé um exemplo que mostre que
(a) se pode ter d(u,v) + d(v,w) > d(u,w);
(b) se pode ter d(u,v) # d(v,u).

2.3 Teorema. Num digrafo simples, o comprimento de cada caminho elementar é menor
ou igual am — 1, onde n € o numero de vértices do grafo. Analogamente, o comprimento

de cada ciclo elementar nao excede n.

Demonstragdo. A prova baseia-se no facto de que num caminho elementar cada vértice
nao aparece mais do que uma vez. Assim, o nimero de vértices distintos num caminho
elementar de comprimento k& é k + 1. Como o grafo sé tem n vértices distintos, nao é
possivel arranjar um caminho elementar de comprimento maior do que n — 1.

Para um ciclo elementar de comprimento k, a sequéncia dos vértices tem k distintos;
pelo que, havendo no grafo nao mais do que n vértices distintos, um ciclo elementar nao

pode exceder n em comprimento.

Até aqui falamos de caminhos e ciclos em grafos dirigidos. Vamos ver como estas nogoes
se estendem a grafos nao dirigidos.

As defini¢oes de caminho e ciclo e as defini¢es e propriedades relacionadas que es-
tudamos para grafos dirigidos sao naturalmente estendidas aos grafos nao dirigidos.

Por exemplo, num grafo nao dirigido simples uma sequéncia

< V1,V2,...,Vq >

constitui um caminho se para i = 2,3, ...,d existir uma aresta {v;_1,v;} (dita aresta do
caminho). O comprimento do caminho é dado pelo nimero de arestas do caminho, ou
seja, d — 1.

Um grafo nao dirigido diz-se aciclico se ndo tiver ciclos simples (ou circuitos). Note-se
que, ao contrario dos grafos dirigidos, um grafo nao dirigido pode ter ciclos sem ter ciclos
simples. Com efeito, se contiver a aresta {v1, v2}, entdo < v1, vy, v1 > é um ciclo que repete

uma aresta.

Um grafo nao dirigido diz-se conezo se for nao vazio e cada dois vértices do grafo podem

ser ligados por um caminho.
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Dado um grafo G = (V, E), considere-se em V a relacao C' definida por:
uCv sse existe um caminho de u para v

Se G é nao dirigido, a relacdo C em V é reflexiva, simétrica e transitiva. (Justifique.)
Logo V pode ser particionado em classes de equivaléncia. G fica assim particionado em
subgrafos que se dizem componentes conexas (ou apenas componentes) do grafo. O grafo

da Figura 9 tem trés componentes.

IEEE R EEEIEEEREREEE]

LE R R R R EEEEE R TR

L R R R N N YN

[ FEEEEIEEERELS

Figura 10: componentes

Dizemos que um digrafo é conexo (ou fracamente conexo) se o grafo nao dirigido obtido
desse digrafo considerando todas as suas arestas como sendo arestas nao dirigidas for

conexo. Na Figura 11, o grafo da esquerda é conexo, o da direita é desconexo, i.e., ndo é

e

Figura 11: digrafo conexo e digrafo nao conexo

conexo.

Um digrafo simples nao vazio diz-se unilateralmente conexo se para cada par de vértices
do grafo pelo menos um dos vértices do par é atingivel pelo outro. Se para cada par de
vértices cada um dos vértices é atingivel pelo outro dizemos que o grafo é fortemente

CONEXO.

2.4 Observagao. E imediato que, para digrafos, se tem:

ser fortemente conexo = ser unilateralmente conexo = ser conexo
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Relativamente aos digrafos da Figura 12, temos que o primeiro é fortemente conexo,
o segundo é fracamente conexo mas nao unilateralmente conexo, e o terceiro é unilateral-

mente conexo sem ser fortemente conexo. (Justifique.)

Figura 12: conexidade

Portanto, as implicacoes reciprocas das apresentadas na Observagao acima nao sao
verdadeiras.

Seja G = (V, E) um digrafo simples e X C V. Um subgrafo cujos vértices sao os
elementos de X e cujas arestas sao as arestas de G que tém os seus vértices inicial e
terminal em X diz-se um subgrafo induzido por X.

Um subgrafo G diz-se mazimal relativamente a uma dada propriedade se nao existir
nenhum outro subgrafo que tenha essa propriedade e contenha G.

Para um digrafo simples, um subgrafo fortemente conexo maximal diz-se uma compo-
nente forte.

Analogamente, um subgrafo unilateralmente conexo (respectivamente, fracamente co-
nexo) maximal diz-se uma componente unilateral (respectivamente, componente fraca).

2.5 Exercicio. Relativamente ao digrafo representado na figura a seguir, indique as

componentes fortes, as componentes fracas e as componentes unilaterais.

3 4 6

2.6 Teorema. Todo o vértice de um digrafo simples pertence a eractamente uma com-

ponente fraca.

Demonstragdo. Atendendo & definicdo de conexidade fraca, para demonstrar o teorema
basta prova-lo para um grafo nao dirigido, ou seja, basta mostrar que cada vértice de um
grafo nao dirigido pertence a uma e s6 uma componente.

Seja entao H = (V, A) um grafo nao dirigido.
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Para cada vértice u do grafo H, sejam
Cy = {v € V : existe um caminho de u para v}

X, = subgrafo de H induzido por C,.

Vamos mostrar que:
1) X, é conexo;
2) X, é maximal relativamente & propriedade de ser conexo;
3) Xy N X, # 0 implica que X, = X,,.

Note-se que as propriedades 1) e 2) asseguram que X, é uma componente conexa.

1) X, é conexo: Sejam v,w € X,. Entao existem caminhos
C4 de u para v;
Cs de u para w.
Como H é nao dirigido, entao também existe um caminho
C] de v para u.
Juntando os caminhos C] e C3, obtemos um caminho de v para w.

2) X, é maximal relativamente & propriedade de ser conexo:
Seja Y um sugrafo conexo de H que contém X,. Vamos mostrar que ¥ C X,,.

SeveY,comou €Y eY éconexo, existe um caminho de u para v; mas entao v € X,,.

3) Xy N X, # 0 implica que X,, = X,:
Se w € X, N X, # () entao existem caminhos
C4 de u para w;
C5 de v para w.
Dado um qualquer vértice t de X, existe um caminho
C3 de u para t.
Usando o caminho Cs, seguido do caminho inverso de C7, seguido do caminho Cj,
obtemos um caminho de v para t. Logo t € X,,.
Concluimos assim que X, C X,. Analogamente se mostra que X, C X,,.

2.7 Teorema. Num digrafo simples G = (V,E), todo o vértice do digrafo pertence a
eractamente uma componente forte.

Demonstracao. Seja v € V e seja S o conjunto de todos os vértices u de G tais que existe
um caminho de v para u e existe um caminho de u para v. E claro que v € S e, por outro
lado, é facil concluir que S é uma componente forte de V. Isto mostra que v pertence a
uma componente forte S. Para mostrar que ¢ a tinica, suponhamos que v pertence a outra

componente forte, digamos, R. Mas entao, para todo o vértice u de R, existem um caminho
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de u para v e um caminho de v para u. Isto implica que u € S. Consequentemente, R C S.

Mas R é uma componente forte, logo maximal, pelo que tem de ser R = 5.

2.8 Observagao. Pelos teoremas anteriores concluimos que tanto as as componentes
fracas como as fortes determinam uma particdo de V. De notar que o mesmo nao acontece

com as componentes unilaterais (veja o exercicio anterior).

2.9 Ciclos de Euler.

A figura a seguir esquematiza as pontes de Konigsberg.

Figura 13: pontes de Konigsberg

O problema das pontes de Konigsberg foi estudado por Euler que apresentou a sua
resolucao num artigo de 1736. Duas ilhas no rio Pregel em Konigsberg, na Russia, estao
ligadas entre si por uma ponte e as ilhas estao ligadas as margens por varias pontes como
mostrado na Figura 13. O problema consiste em comegar num dos pontos A, B, C' ou D,
caminhar sobre cada uma das pontes exactamente uma vez e acabar no ponto de partida.

Este problema pode formalizar-se do seguinte modo: Determinar se no grafo da Figura
14 existe algum ciclo simples que contenha todas as arestas do grafo.

Um ciclo num grafo G diz-se um ciclo de Fuler se for simples e contiver todas as arestas
e todos os vértices de G.

2.10 Teorema. Um grafo G tem um ciclo de Fuler se e sé se for conexo e cada um dos
seus vértices tiver grau par.

2.11 Exercicio. Qual é a resposta ao problema das pontes de Konigsberg?
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D

Figura 14: pontes de Konigsberg

2.12 Exemplo do uso de digrafos simples para estudar o estado de utilizacao
de recursos

de um sistema operativo.

Consideremos, num computador:

e 0 sistema do computador;

e varios programas que partilham os recursos do sistema;
e 0 sistema operativo.

Se um programa p; estd a utilizar um recurso rq, consideramos uma aresta de r; para
p1:

T e ——ep

Se p1 precisa do recurso r9, consideramos uma aresta de p; para ra:
pre—ery

Podemos interpretar esta tltima aresta como o pedido do recurso 79 pelo programa p;.

Supoe-se que todos os pedidos de um recurso tém de ser satisfeitos para que possa ser
completada a execugdo do programa. Se houver algum recurso indisponivel o programa
tem o controlo dos disponiveis mas tem de esperar pelo indisponivel.

Num instante ¢, podemos considerar:
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e 0 conjunto P; dos programas em funcionamento no instante ;

e o conjunto R; dos recursos;

e o grafo de ocupacao Gt que representa o estado de ocupacao dos recursos no instante
t.

Se um programa A tem o control do recurso 71 e requer o recurso ro mas O programa
B tem o control de r9 e requer r1, como representado pelo grafo

A 1

B 9

o computador fica num estado de impasse. Temos um ciclo.

Por exemplo, sejam

Ry ={ri,ro,r3,1a} e P, ={p1,p2,p3,pa}
e suponhamos que o estado de ocupacao no instante ¢ é o seguinte:

p1 tem o recurso r4 € requer 7y
p2 tem o recurso ri e requer 7 € 3
p3 tem o recurso r € requer 73

P4 tem o recurso r3 e requer 1| € 14

Entao o grafo de ocupacao no instante ¢ é o representado na Figura 16.

Ple o7l
P2e o2
P3e o3
Pie o4

Figura 15: grafo do estado de ocupacgao dos recursos

Ocorre algum impasse? Por outras palavras, o grafo tem ciclos?
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2.13 Exercicios.

1. Indique trés caminhos elementares distintos de vy para vs no digrafo

U1 V4

V2 U3

Qual a distancia entre v; e v3? Existe algum ciclo no grafo? O digrafo é transitivo?

2. Determine os graus fora e graus dentro dos vértices do grafo

(&
U1 P U5

V2 U3

Indique todos os seus ciclos elementares. A partir dele obtenha um digrafo aciclico
removendo um dos seus arcos. Faga uma listagem de todos os vértices que podem
atingir todos os outros no digrafo dado.

3. Dado um digrafo simples G = (V, A) em que condigdes é que a equagao
d(vi,v2) + d(ve,v3) = d(v1,v3)
é satisfeita por vy, ve, v3 de V.

4. Para cada um dos digrafos dos exercicios 1 e 2, determine se sao fortemente, fraca-

mente ou unilateralmente conexos.

5. Mostre que um digrafo simples G é fortemente conexo se e s se existir um ciclo em

G que inclui cada vértice pelo menos uma vez.

6. O diametro de um digrafo simples G = (V, A) é dado por ¢, onde § = max d(u,v).

u,veV
Determine o diametro do digrafo dos exercicio 2.

7. Determine as componentes fortes do digrafo do exercicio 2. Determine também as

suas componentes unilaterais e fracas.

8. Mostre que todo o vértice e todo o arco de um grafo estdo contidos em exactamente

uma componente fraca.
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9. Para cada um dos grafos dados, represente-o por um diagrama e diga se tem um

ciclo de Euler, indicando-o no caso afirmativo.

(a) G=(V,E),ondeV ={a,b,c,d,e, f,g} e E = {{a,a},{a,b},{b,c},{b, g}, {c. g}, {9, [},
{f,d} . {d,e}}

(b) G =(V,E),onde V = {vy,v2,v3,v4,05} € E = {{v1,v2},{v1,v3}, {v1,v4}, {v1, 05},
{va, vs}, {v2, va}, {v2, v}, {vs, va} {vs, vs}, {va, vs}}

(¢) G=(V,E),ondeV = {vy,va,v3,v4,v5} € E = {{v1,v3},{v1,v4}, {v3, v}, {v2,v4},
{v2,vs}, {va, vs}}

(d) G=(V,E),ondeV = {a,b,c,d,e} e E ={{a,b},{a,d}, {b,c},{b,d},{c,e},{c,d},{d, e}}

3 Representacao matricial de grafos

Seja G = (V, E) um digrafo simples no qual V' = {vy,v9,...,v,} e os vértices se supdem
ordenados de v; a v,. A matriz A n x n de elementos a;; dados por

w — 1 se (vj,v;) € E
Y 0 se (vi,v) g E

diz-se a matriz das adjacéncias do grafo G.
3.1 Observagoes.
1. A matriz de adjacéncias de G = (V, E) é a matriz da relagdo E em V.

2. Recorde que toda a matriz cujos elementos sao 0 e 1 (“falso”ou “verdadeiro”) se diz

uma matriz booleana ou matriz bit.

3. O numero de elementos iguais a 1 na linha ¢ da matriz de adjacéncias é igual ao grau
fora de v; e o numero de elementos iguais a 1 na coluna j é igual ao grau dentro de

Uj.

3.2 Exemplo. O grafo da Figura 16, onde os vértices se consideram ordenados por

v1, U2, U3, V4, Uz, tem como matriz adjacente

(0000 1 0]
00100
A=]010 0 0
01101
11000
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Figura 16: digrafo

Algumas propriedades de um grafo sdo imediatamente vistas através da sua matriz de
adjacéncias. E o caso por exemplo da reflexividade e da simetria (Justifique).

. A . C 2
Consideremos agora as poténcias da matriz de adjacéncias. Denotemos por aE j] o)
elemento na posicao ij da matriz A%, sendo A a matriz de adjacéncias do exemplo anterior.

Temos entao
5
a[2] = Aip Qi
iy ikUkj
k=1

Fazendo as contas, obtém-se

01101 12100
01000 00100
A2=100 100 e A=10100 0
12100 01210
00110 02101

Consideremos a quarta linha de A. Os elementos ndo nulos s&0 a42, a43 € a4s, signifi-
cando que (vg,v2), (v4,v3) € (v4,v5) sdo arestas do grafo. Ao multiplicar A por A, quando

multiplicamos a quarta linha pela coluna j, temos a soma
41015 + Q42025 + 043035 + Q44045 + Q45055
onde cada uma das parcelas vai ser 1 ou 0. Por exemplo, seja j = 2; fica
01101001 11" =04+04+1+0+1
O 1 na terceira parcela aparece porque temos
Vg —> U3 — U
e o 1 da 1ltima parcela vem porque temos

Vg —> V5 —> V.
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Cada 1 corresponde a um caminho de vq para vy de comprimento 2. Somando os dois 1’s
(2]

obtemos 2 que ¢ o elemento a,, e que é , portanto, o nimero de caminhos de comprimento

2 que temos de v4 para vo. De um modo geral, é valida a propriedade seguinte.

3.3 Teorema. Seja A a matriz de adjacéncias de um digrafo G. O elemento da linha
i e coluna j de A™, n > 0, € igual ao numero de caminhos de comprimento n do i-ésimo

vértice para o j-ésimo vértice.

Demonstragao. Por indugao sobre n. (Exercicio)

Atendendo ao teorema anterior, se G = (V, E') é um grafo e A é a matriz de adjacéncias,

entao, para um dado inteiro positivo r, a matriz
B, =A"+ A4+ A%+ .. 4+ A"

permite determinar quantos caminhos de comprimento menor ou igual a r existem de um

vértice v; para um vértice v;.

Recorde que num digrafo simples com n vértices o comprimento de um caminho ou
ciclo elementar nao excede n (Teorema 1 da Secgao 2). Por outro lado, todo o caminho
pode ser transformado num caminho elementar eliminando todos os ciclos do caminho
(e, de forma andloga, todo o ciclo pode ser transformado num ciclo elementar). Assim,
para determinar se existe algum caminho de v; para v;, precisamos apenas de averiguar
se existem caminhos de comprimento menor ou igual a n — 1. Se v; = v;, existe sempre
um caminho elementar de v; para v;, o caminho elementar < v; >. Portanto, sendo G um
grafo de n vértices, todos os caminhos elementares sdo contados pela matriz

B,=A"+ A+ A%+ ...+ AL,
Esta matriz permite portanto, dados dois vértices u e v, determinar se v é ou nao atingivel

por u. (Justifique.)

A matriz de adjacéncias de um grafo nao dirigido define-se de forma analoga. Ela é

sempre uma matriz simétrica. (Porqué?)

Vamos agora definir outro tipo de matriz associada a um grafo.
Seja G = (V, E) um digrafo simples tal que |V| = n e os vértices de G, vy, v, ..., Uy,
se supoem ordenados por esta ordem. A matriz P n X n cujos elementos sdo dados por

1, se existe um caminho de v; para v;
bij = . ~ .
0, se tal caminho nao existe

diz-se a matriz dos caminhos do grafo G.
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A matriz dos caminhos pode ser calculada a partir da matriz B, = (b;;) (como definida

atras) pondo p;; = sgb;;, onde sg é a funcao sinal.

Se designarmos por A®) g poténcia de ordem k de A relativamente ao produto booleano
de matrizes, como ja foi feito quando trabalhdmos com matrizes de relagoes, temos que

n—1
P=A0 v Ay AD v AB) v Al-D = \/ A
k=0

3.4 Exercicios.

1. Considere o grafo G = (V, A), com V = {1,2,3,4,5} e A={a,b,c,d,e, f,g,h}, onde
a = {172}7b = {2,3},0 = {375}7d = {2>5}76 = {274}7f = {475}79 = {174}7h =
{1,5}. Determine:

(a) A matriz de adjacéncias de G.
(b) O grau de cada vértice.

(c) A matriz dos caminhos de G.

2. Um grafo G onde todos os vértices tém grau r designa-se por grafo regular de grau
T.
(a) Construa um grafo regular de grau 1 que nao seja completo.
(b) Construa um grafo regular de grau 2 que nao seja completo.

(¢) Supondo que G é um grafo regular de grau r com n vértices, determine o niimero

de arcos de G.

3. Determine a matriz de adjacéncias A do digrafo seguinte. Determine os caminhos de
comprimento 1 e 2 de vy para vg. Mostre que existe pelo menos um caminho simples
de comprimento 4 de vy para vs. Calcule A%, A3 e A% e comente os resultados

anteriores, relacionando-os com as matrizes obtidas.

U3 &———> @ Uy



Matematica Discreta - Departamento de Matemaética - EST-IPV — Cap. V 133

4. Mostre que a soma dos elementos da diagonal da segunda poténcia de uma matriz

de adjacéncias de um grafo nao dirigido G é o dobro do ntimero de arcos de G.
5. Desenhe um grafo nao dirigido cuja matriz de adjacéncias A verifique:
1

10
|03
11
11

1
1
2
1

NI

Em seguida, calcule A3.

6. Mostre que toda a matriz booleana A verifica a igualdade
(IvA)D =(IvA)eIVA)=IVAVA?

onde I é a matriz identidade e A® = A ® A. Mostre também que, para todo o
inteiro positivo r,

IvA =TvAvA®D v .  vA",

7. Relativamente ao grafo

(a) Determine a matriz de adjacéncias A.

(b) Obtenha a matriz de caminhos a partir de A.

8. Para um digrafo simples G = (V, E), com card(V) = n, cuja matriz de adjacéncias
¢é denotada por A, a sua matriz de distancias é dada por

dij =00  se af»jk) ¢ AP k£ =0,1,..,n
di; =0  paratodoi=1,2,..,n

dij =k onde k é o menor inteiro para o qual al(;?) #£0
Determine a matriz de distancias do digrafo do exercicio 3. O que significa d;; = 17
9. Mostre que um digrafo G é fortemente conexo se todas as entradas da matriz das

distancias sao diferentes de co. Como se pode obter a matriz dos caminhos a partir
da matriz das distancias? Como se modificam as entradas da diagonal?
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4 Arvores

Existem duas grandes classes de arvores: drvores livres e drvores com raiz. Uma arvore
com raiz é um caso especial de grafo dirigido. As &arvores bindrias (com raiz) foram ja
estudadas.

Uma arvore livre, ou apenas drvore é um grafo nao dirigido simples, conexo e aciclico.
Uma arvore tem de ter pelo menos um vértice (visto ser um grafo conexo). Na Figura 17

estao representadas algumas arvores.

Figura 17: arvores

4.1 Teorema. Uma drvore com n vértices tem n — 1 arestas.

Demonstragao. Por indugao sobre n. Para n = 1, é claro que a arvore tem 0 arestas.

Suponhamos a propriedade valida para n e provemos que se verifica para n+ 1. Numa
arvore de n—+1 vértices consideremos um caminho aciclico < v1,vs, ..., Uy, > com os vértices
todos diferentes e tal que nao existe nenhum caminho do grafo que contenha este estri-
tamente. Entao os vértices vy e v, tém ambos grau igual a um. (Porqué?) Tiremos do
grafo o vértice v e a aresta incidente em vy. Obtemos assim um grafo de n vértices que,
por hipétese indutiva, tem n — 1 arestas. Consequentemente, o grafo inicial que se obtém
deste juntando-lhe v; e a aresta que lhe era incidente, tem n arestas.

Uma arvore abrangente de um grafo nao dirigido conexo G = (V, A) é uma &rvore livre

cujo conjunto de vértices é V' e que é um subgrafo de G.

Técnicas para gerar uma drvore abrangente de um dado grafo:

1. Tirar arestas que pertencem a ciclos, uma a uma até o grafo néo ter ciclos simples.

Exemplo: Uma arvore abrangente para o grafo
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U1 2 U3

[ Y

U5 V6 v
¢é a seguinte:

U1 U2 U3

U5 V6 v

V4

V4

Outras arvores abrangentes geradas pelo mesmo grafo:

U1 V2 U3

Us Ve g

U1

U5

U3

U7

V4

135

2. Escolher uma sequéncia de n — 1 arestas, uma a uma, de tal modo que em cada passo

o subgrafo obtido é aciclico (supondo que o grafo tem n vértices).

FEzemplo: Consideremos o grafo do exemplo anterior. Vamos primeiro escrever uma

lista de adjacéncias, i.e., uma lista que para cada vértice indica os vértices que lhe

estao ligados por meio de uma aresta:

V1

Vg .

V3

(O

Vs

(T

(e

V2,
U1,
V2,
U3,
U1,
U1,

V2,

U5, Vg

V3, Vs, Vg, U7
V4, Vg, U7

U7

V2

V2, U3, U7t

V3, V4, Ve

Para gerar uma arvore abrangente, comecemos pelo vértice vi. Os vértices aos quais vy

se liga sao vg, vs, vg. Temos entao as arestas {vi,va}, {v1,vs} e {vi,v6}. Vérias escolhas

poderiamos fazer agora: podiamos partir de vo, v5 ou vg. Escolhemos a ordem dos indices

das letras que designam os vértices. Portanto, escolhemos vo e, das arestas ligadas a wvo,

escolhemos {v9,v3} e {vo,v7}, pois com todas as outras obterifamos ciclos. Passamos a

v3 e seleccionamos apenas {vs, v}, pois todas as outras escolhas formariam ciclos. Neste

momento, temos ja uma arvore abrangente do grafo.

A seguir é dado um esquema dos passos seguidos:
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U1 U1 V2 U1 V2 U1 V2 U1 V2 U3
Us Us U6 Us U6
U1 V2 v3 U1 V2 U3
U4
Us Ve v7 Us Ve v7

Uma floresta é um grafo G = (V, E) tal que V' = (J,c; Vi, sendo os V;’s disjuntos dois
a dois, A = J;c; Ai sendo os A;’s disjuntos dois a dois, e, para cada i € I, G; = (V;, 4;) é
uma arvore.

Dado um grafo néo conexo, em vez de gerarmos uma arvore abrangente para esse grafo,
geramos uma floresta. Assim, uma floresta abrangente de um grafo néo dirigido é a floresta
obtida substituindo cada uma das componentes conexas por uma arvore abrangente dessa

componente.

4.2 Exemplo. Dado o grafo

uma sua floresta abrangente é

U1 Vg U3
V6 %4 (%] (%]

V4 Us

V10 V11

4.3 Exercicios.
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1. Determine todas as arvores livres distintas com dois, trés e quatro vértices.

2. Determine uma &arvore abrangente para cada um dos grafos seguintes, removendo

sucessivamente arestas de ciclos simples.

1 1 2 3
2 3 4 5 6
1 1 2 3
Sm
4 3

3. O mesmo que no exercicio anterior por um processo diferente, nomeadamente, esco-
lhendo uma sequéncia com um nimero conveniente de arestas, onde as arestas sao
tomadas uma a uma, de tal modo que o subgrafo que se obtém em cada passo é

aciclico. Desenhe uma sequéncia de grafos que ilustre o procedimento seguido.

4. Determine uma floresta abrangente para o grafo.

&
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5 Grafos com pesos

Um grafo com pesos é um grafo que tem um peso, i.e., um nimero, associado a cada aresta.

A Figura 18 representa um grafo com pesos. O peso da aresta {a,b} é p({a,b}) = 2, o

Figura 18: grafo com pesos

peso da aresta {b,c} é p({b,c}) = 1, etc.

Num grafo com pesos, dado um caminho

C = {{UO,Ul}, {Ul,vg}, vaey {’kal,vk}}

de vy para vg, o comprimento do caminho, também chamado peso do caminho, é a soma

dos pesos das arestas que o constituem. Assim o comprimento de C é

p(C) = p({vo, v1}) + p({vr, v2}) + .. + p({vr—1, vk }) -

Neste contexto, um caminho mais curto de vy para vi é um caminho de peso minimo; a
distancia de vy a v é o peso dum caminho mais curto. Por exemplo, no grafo da Figura 18
o caminho mais curto de ¢ para e é < ¢,b,e > e o seu peso é 1+2=3; portanto, a distancia

decaeé3.

5.1 Algoritmo de Dijkstra para determinar um caminho mais curto entre dois

vértices de um grafo com pesos.

Consideremos ainda o grafo da Figura 19. E claro que ¢é facil determinar a distancia
entre a e d. Uma observacao atenta do grafo leva a conclusao de que um caminho mais
curto é < a,b, c,d > e que a distancia é igual a 4. Mas em problemas da vida real podemos
ter grafos com pesos com um nimero muito grande de vértices e arestas, o que dificulta a
determinacao das distancias. Existem varios algoritmos para o célculo da distancia entre
dois vértices, vamos aqui debrucar-nos sobre um deles, o algoritmo de Dijkstra.

Antes de descrever o algoritmo, vamos ilustra-lo com o cédlculo da distancia de a a d
no grafo da Figura 19. Simultaneamente pode ir verificando na Tabela 19 o método que
vamos seguindo.

Vamos proceder do seguinte modo: Partimos de a e vamos juntando passo a passo

outros vértices a a, e arestas, até chegar a d. Em cada passo, temos um certo sugrafo do
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grafo dado, constituido por esses vértices e arestas. Tal subgrafo é construido de forma
que ele nos d4 um caminho mais curto (no grafo inicial) de a a cada um dos vértices do

subgrafo. Vamos utilizar uma fungao L tal que:

inicialmente L(a) = 0 e L(x) = oo para todos os x # a;

a seguir, para cada vértice seleccionado y, temos
L(z) := min{L(z), L(y) + p(y, )}

onde
p(yv [E) = p({y7 .ZL'})

Apés o passo em que juntamos o vértice d, obtemos L(d) que nos da a distancia de a
a d.
Partimos entao de

a

Um caminho a comecar em a tem de passar por b e f visto estes serem os vértices

adjacentes a a. Agora

L(b) = L(a) + p(a,b) = 2 e L(f) = L(a) +pla, f) = 1

Como

1<2
escolhemos

f

¢ a aresta

{a, 1}

O sugrafo obtido é "
RN
f

Um caminho que contenha esta como primeira aresta e continue a juntar arestas distintas
passa a seguir por d. Temos que, indo de a a d deste modo, o comprimento do caminho

percorrido é
L(d) = L(f) +p(f,d) =1+ 4 =5

Mas, dentro dos vértices x ainda nao seleccionados, o valor minimo de L(z) “ e atingido
por
L(b) =2
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Entao retomamos o caminho que passa por b, e que tinhamos abandonado temporaria-

mente. Ou seja, é entao agora altura de seleccionar o vértice
b

e a aresta
{a, b}

Obtemos entao o subgrafo

b
2
a
1
f
Continuando, os vértices que ainda nao foram seleccionados e sao adjacentes a b sao c e e.
E temos
L(c) = L(b) +p(b,c) =2+1=3 e L(e) = L(b) + p(b,e) =2+2=4
Como
3<4,5
seleccionamos o vértice
c

e a aresta

O subgrafo resultante é:

f

Neste momento, de entre os vértices ainda nao seleccionados, o tnico adjacente a ¢ é o

vértice d, e tem-se

L(d) := min{L(d), L(c) + p(c,d)} = 4

Como
4<4,5

podemos seleccionar

d e {cd}
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(também se podia seleccionar e e {b, e}, visto que L(e) = L(b) + p(b, e) também é igual a
4.) Obtemos o subgrafo

f

Este sugrafo (que é uma arvore), déd-nos, para cada um dos seus vértices z, um caminho

mais curto de a para x no grafo inicial. Em particular,
< a,b,c,d > ¢ um caminho mais curto de a para d e d(a,b) = 4.

O procedimento acabado de seguir para encontrar a distancia de a a d chama-se algo-
ritmo de Djkstra. Ilustramos os passos acabados de descrever na tabela seguinte, onde, em
cada passo, S designa o conjunto dos vértices do subgrafo obtido, e R designa o conjunto
das arestas desse subgrafo. Em cada linha vamos adicionando elementos a S e R.

(S|R  |L(x),x¢Ss
L(a) :=0, L(x) :== 00, z # a
a L(b) :=2, L(f) =1,
L(z) :=o00,x # b, f
f [ {a 1} | L(d) := L(f) + p(f,d) = 5,
b | {a,b} | L(c) :== L(b) + p(b,c) = 3,
L(e) :== L(b) + p(b,e) =4
¢ | {b,c} | L(d) := min{L(d), L(c) + p(c,d)} = 4
d | {c,d} | L(d) = d(a,d) =4

Figura 19: Tabela 1

No que se segue, dados quaisquer dois vértices de um grafo com pesos, usamos a

expressao p(u,v) com o seguinte significado:

(u,0) peso da aresta {u,v}, se ela pertence ao grafo
u,v) =
PRt 00, se {u,v} nao pertence ao grafo

Descreve-se a seguir o algoritmo de Dijkstra, acabado de exemplificar, para determinar
a distancia e um caminho mais curto entre os vértices a e z de um grafo com pesos:
1. L(a) :=0
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2. L(z) =00,z #a

3.5:=10

3. R:=10

4. Se z € S, vai-se para 9.; se z ¢ S, continua-se em 5.
5. Escolhe-se um vértice v tal que L(v) = minggg L(x)
6. S:=SU{v}

6’. R:= RU {ultima aresta usada para a realizacao do
peso minimo p{u,v}}

7. L(z) := min{L(x), L(v) + p(v, )} para todo o vértice x
8. Vai para 4.

9. L(z) = distancia de a a z

Note que (S,R) é uma arvore com pesos que dd um caminho mais curto de a para cada

um dos vértices da arvore.

A seguir vamos demonstrar que o algoritmo de Dijkstra calcula a distancia de a a z.
Mais do que isso, em cada passo 4 do algoritmo de Dijkstra, L(v) é o comprimento de um

caminho mais curto de a a v.

5.2 Teorema. O algoritmo de Dijkstra determina o comprimento de um caminho mais

curto entre dois vértices de um grafo com pesos.

Demonstragao. Sejam a e z dois vértices de um grafo com pesos. Vamos provar por indugao
sobre i que P(i) :=(na i-ésima vez que chegamos ao passo 4 do algoritmo de Dijkstra, L(v)

é o comprimento de um caminho mais curto de a a v).

Base indutiva: Na primeira vez que se chega ao passo 4, escolhe-se a e L(a) = 0. Logo
L(a) é igual ao comprimento dum caminho mais curto de a a a.

Hipétese indutiva: A propriedade P(k) verifica-se para todo o k < i.

Passo indutivo: Suponhamos que estamos no passo 4 pela k-ésima vez e escolhemos
v ¢ S tal que o valor de L(v) é minimo.

No que se segue quando nos referirmos a L(v) estamos a considerar o valor de L(v) na
k-ésima vez que passamos no passo 4. Primeiro mostramos que, se existir um caminho de
a para um vértice w cujo comprimento é menor do que o valor de L(v), entdao w € S (i.e.,
w foi seleccionado na i-ésima vez que passamos no passo 4, para algum i < k). Seja P um
caminho de a para w de comprimento menor do que L(v). Suponhamos, por contradicao,
que w ¢ S. Seja x o vértice mais préximo de a em P que nao pertence a S, e seja u o
predecessor de z em P. Entao u € S, pelo que u foi escolhido no passo 4 durante uma
iteragdo anterior. Mas por hipétese indutiva L(u) é o comprimento dum caminho mais
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curto de a para u. Temos entao que
L(x) < L(u) + p(u, z) < comprimento de P < L(v).

Mas esta desigualdade mostra que, ao chegar pela k-ésima vez ao passo 4, v nao é o vértice
fora de S com valor minimo para L(v) (L(z) é menor). Esta contradi¢do mostra que w
tem de pertencer a S.

Em particular, acabamos de mostrar que se existisse um caminho de a para v de
comprimento menor do que L(v), v teria sido ja seleccionado no passo 4 (antes da k-
ésima passagem) e incluido em S. Consequentemente, todo o caminho de a para v tem
comprimento maior ou igual a L(v). Por construgao, existe um caminho de a para v de
comprimento L(v), logo este é um caminho mais curto de a para v. Fica assim completa

a prova.

Se além da distancia, pretendemos a arvore correspondente a um caminho mais curto
de a para z, podemos juntar ao algoritmo a construgdo dessa arvore T', onde os vértices
de T sao os elementos de S e as arestas sao aquelas cujo peso entra no calculo do minimo
referido no passo 4. No exemplo a seguir introduzem-se os passos 3’ e 5’ onde se constréi

o conjunto R constituido pelas arestas de T":

5.3 Exemplo. Uso do algoritmo de Dijkstra para encontrar a distancia e um caminho
optimo entre os vértices A e G do grafo da figura

B 4 D
3
A 2 1 2 4
6
4 E 1 a
C
2 1 1
F

(Vao tomar-se os vértices por ordem alfabética; assim, quando L(v) toma o valor
minimo para mais do que um vértice, escolhe-se o que fica em primeiro lugar no alfabeto.)

A descricao da aplicacdo do algoritmo a seguir apresentada é disposta num quadro no
final (ver Figura 5.3).

1. L(A):=0
2. L(X):= 00, X # A
3. 85:=0

3. R:=10
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4. L(A) = minxecg L(X)
5.8:=SU{A} = {4}
5. R:=RUD=10

6. G¢ S

7. L(X) = min{L(X),L(A) + p(4,X)}; logo L(B) = min{oco, 3} = 3, L(C) =
min{oo, 6} =6, L(X) = co para X # A, B,C

4. L(B) = minxes L(X) = 3

5. S:=SU{B}={A, B}

5. R:= RU{{A, B}} = {{A,B}}
6. G¢S

7. L(X) := min{L(X), L(B) + p(B,X)}; logo L(C) = min{6,3 + 2} = 5, L(D) =
min{oco,3+4} =7, L(X) = oo para X # A,B,C, D

4. L(C) = minyes L(X) = L(B) + p(B,C) = 5
5. S:=SU{C}={A,B,C}

5. R:= RU{{B,C}} = {{A,B},{B,C}}

6. G¢S

7. L(X) :=min{L(X), L(C)+p(C, X)}; logo L(D) = min{7,5+1} = L(C)+p(C, D) =
6, L(E) = min{oo,5+ 4} =9, L(F) = min{oo,5 + 2} =7, L(G) = o

4. L(D) = minyes L(X) = L(C) + p(C,D) = 6
5. §:=SU{D}={A,B,C,D}

5. R:= RU{{C,D}} = {{4, B},{B,C},{C, D}}
6. G¢ S

7. L(X) = min{L(X),L(D) + p(D,X)}; logo L(G) = min{co,10} = 10, L(E) =
min{9,6 +2} =8¢ L(F)=7= L(C) 4+ p(C, F)

4. L(F) = minxes L(X) = L(C) +p(C,F) =7

5. §:=SU{F}={A,B,C,D,F)}
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5. R:=RU{{C,F}} = {{A,B},{B,C},{C,D},{C, F}}
6. G¢S

7. L(X) := min{L(X), L(F) + p(F, X)}; logo L(GQ) := min{10,7 + 1} = 8 ¢ L(E) :=
min{8,7+ 1} =8 = L(D) + p(D, E)

4. L(E) = minxgs L(X) = 8 = L(D) + p(D, E)

5. S:=SU{E}={A, B,C,D,E,F}

5. R:=RU{{D,F}} = {{A,B},{B,C},{C,D},{C,F},{D,E}}
6. G¢S

7. L(X) = min{L(X),L(E) + p(E,X)}; logo L(G) = min{8,8 + 1} = 8 = L(F) +
p(F,G)

4. L(G) = minxgg L(X) = L(F) + p(F,G) = 8

5. 8:=SU{G}={A,B,C,D,E,F,G}

5. R:=RU{{F,G}} ={{A,B},{B,C},{C,D},{C,F},{F,E},{F,G}}

6. GeS

9. L(G)=distancia de A a G.

AdrvoreT = (S,R) = ({A,B,C,D,E,F,G}, {{A,B},{B,C},{C,D},{C,F},{D,E}{F,G}})

d4a um caminho mais curto no grafo dado de A para cada um dos vértices pertencentes a
arvore. Assim um caminho mais curto de A a G é < A, B,C, F,G >.

O desenvolvimento do algoritmo feito para este exemplo pode ser exposto num quadro
como ilustrado a seguir:
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'S |R | L(X),X ¢S

L(A)=0,L(X)=00, X # A

A L(B) =p(A,B) =3, L(C) = p(A,C) = 6,
L(X) =00, X # B,C

B | {A,B} | L(C) = min{6, L(B) + p(B,C)} = 5,
L(D)=L(B)+p(B,D) =1,
L(X) =00, X #C,D

C | {B,C} | L(D) = min{7,L(C) + p(C,D)} = 6,
L(E)=L(C)+p(C,E) =9,
L(F)=L(C)+p(C,F) =1,
L(G) =

D | {C,D} | L(F) = min{9, L(D) + p(D,E)} =8,
L(G) = L(D) + p(D,G) = 10

F | {C.F} | L(E) = min{8, L(F) + p(F, E)} = 8 = L(D) + p(D, E)
L(G) = min{10, L(F) + p(F,G)} = 8

E |{D,E} | L(G) = min{8,L(E) + p(E,G)} =8 = L(F) + p(F,G)

GI{FG) | L(G) =8 =d(A,q)

5.4 Exercicios.

1. Use o algoritmo de Dijkstra para encontrar a distdncia entre os vértices A e H do
grafo com pesos G = (V, A,p)ondeV = {A,B,C,D,E,F,G,H}, A= {{A,B},{A, F},{B,C},
{B,E}, {B,D},{C,E},{C,H},{D,E},{D,F},{E,G},{F,G},{G,H}} e os pesos
das arestas sao p({A,B}) = 2, p({A,F} = 1, p({B,C}) = 2, p({B,E} = 4,
p({B,D}) = 4, p({C, E}) = 3, p({C,H}) = 1, p({D, E}) = 4, p({D, F}) = 3,
p({E,G}) =7, p({F,G}) =5, p({G, H}) = 6.

2. Use o algoritmo de Dijkstra para encontrar um caminho 6ptimo entre os vértices A
e G do grafo da figura

B 4 D
3
W< 21 2\ 4
6
RN
c
>~ |1 1
F

3. Determine o comprimento de um caminho mais curto e esse caminho mais curto

entre os dois vértices dados no grafo com pesos da figura.
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b 2 & 3 d
3 /5 72 6 7 2
o/ 5 |e 4 fy g 6\ .
7 4 4
1 5 3 5
h 2 7 6 J
(a) a, f (b) a, g (c) a, z (d) b, j (e) h, d

4. Escreva um algoritmo que determine a distancia entre dois vértices de um grafo com

pesos conexo e que determine também um caminho mais curto.

5. Relativamente ao grafo com pesos da figura, use o algoritmo de Dijkstra para deter-

minar a distancia e um caminho mais curto de b para h.

6 Exercicios

1. Averiguese o grafo ({1,2,3,4,5}, {{1,2}, {1,3}, {2,3}, {2,4}, {2,5}, {3,4}, {3,5}, {4,5}})
tem algum ciclo de Euler. Em caso negativo, justifique; em caso afirmativo, indique

um ciclo de Euler do grafo.

2. Considere o grafo seguinte

3 ¢ 5
(a) Seja A a matriz de adjacéncias de G. Escreva A, considerando os vértices
ordenados pela ordem habitual.
(b) Diga, justificando e sem calcular as matrizes:

i) qual o elemento na posicio 4,5 de A?;

ii) qual o elemento na posicao 1,2 de A + A? 4 A3;
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(¢) Determine as componentes fracas, as componentes unilaterais e as componentes

fortes do grafo.

3. (a) Defina caminho e ciclo entre dois vértices dum digrafo. Quando se diz que um

ciclo é elementar?

(b) O digrafo da questao anterior tem ciclos? Se sim indique um ciclo elementar do
digrafo.

(¢) Prove que num digrafo simples com n vértices o comprimento de um caminho

elementar é menor ou igual do que n — 1.

4. Complete a demonstracao seguinte de que as componentes fortes de um digrafo de-
terminam uma particdo dos seus vértices (Note que essa demonstracao tem de ser
completada em duas partes do texto assinaladas por “...(1)...7e “...(2)...”. Na sua
folha de respostas s6 deve ser escrito o que falta em (1) e (2) para que a demonstragao

fique completa.):

Demonstragao. Seja G = (V, E) um digrafo, seja v € V e seja S o conjunto de todos
os vértices u de GG tais que existe um caminho de v para u e existe um caminho de
u para v. E claro que o subgrafo de G induzido por S é fortemente conexo. Além
disso, nao existe nenhum subgrafo de G que o contenha propriamente e também seja
fortemente conexo. Com efeito, se S C H e o subgrafo induzido por H também ¢
fortemente conexo, entao, dado w € H, ... (1) ..., pelo que w € S e, portanto, S = H.

Resta mostrar que v nao pode pertencer a outra componente forte diferente de S. ...

(2) ...
5. Considere o grafo seguinte

p1 1

D2 T2
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(a) Determine a sua matriz de adjacéncias considerando os vértices ordenados por
p1, P2, P3, 1, T2, T3-

(b) Diga, justificando, se o grafo é bipartido.

(c) O grafo tem ciclos? Se sim, indique um deles.

(d) Suponha que o grafo representa o estado de utilizagao de recursos de um sistema
operativo no instante t, sendo pi1, p2 € ps programas e r1, 79 € rg recursos. Diga,
justificando, se se verifica algum impasse.

(e) Determine as componentes fracas, as componentes unilaterais e as componentes
fortes do grafo.

6. Seja G o grafo com pesos que tem{a, b, ¢, d} por conjunto de vértices, {{a, b}, {a,c}, {b,d}, {c,d}}
por conjunto de arestas, e o peso das arestas ¢ dado por p({a,b}) = 2, p({b,d}) = 2,
p({a,c}) =2, p({c,d}) = 1.
(a) Represente o grafo.
(b) Indique um caminho mais curto entre a e d.

(c) Descreva o algoritmo de Dijkstra para determinar a distancia de a a d. (Consi-
dere que os vértices estao ordenados por ordem alfabética.)

7. Considere a seguinte matriz de adjacéncias de um digrafo de vértices 1, 2, 3, 4, 5,
considerando os vértices ordenados pela ordem natural:

N

Il
S O = O O
o O = O =
_ o O = O
S O = = O
S O O O =

(a) Desenhe o digrafo colocando os vértices 1, 2 e 3 numa linha horizontal e os
vértices 4 e 5 noutra linha horizontal por baixo da anterior.

(b) Diga, justificando, qual a distancia entre o vértice 1 e 4.

(c) Sem calcular as matrizes diga, justificando, qual a entrada na posi¢ao 1,4 nas
matrizes A3 e A%

(d) Diga, justificando, se o grafo é fortemente conexo, unilateralmente conexo ou
fracamente conexo.

(e) Determine as componentes fracas, unilaterais e fortes do grafo.

(f) Sem calcular a matriz, diga justificando quantos zeros tem a matriz dos cami-
nhos do grafo.
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(g) Defina ciclo de Euler. Em seguida diga, justificando, se o multigrafo nao dirigido
obtido do digrafo dado considerando cada aresta como uma aresta nao dirigida

tem ou nao algum ciclo de Euler.

8. Considere o grafo com pesos seguinte.

(a) Aplique-lhe o algoritmo de Dijkstra considerando no inicio L(a) = 0 e L(z) = co
para x # a e acabando apenas quando S contiver todos os vértices do grafo.
Indique também em cada passo as arestas envolvidas. Pode apresentar os varios
passos num quadro com trés colunas, uma para S, outra para R (arestas) e outra
para os valores de L(x).

(b) Usando o feito na alinea anterior,

(i) desenhe a arvore com pesos obtida com o algoritmo,
(ii) indique a distancia de a a e,

(iii) indique um caminho mais curto de a para e e outro de a para f.

9. Seja G um grafo e A a sua matriz de adjacéncias.

(a) Dado k € N, que informacio dé a poténcia booleana A*)?

(b) Qual o comprimento méximo de um caminho elementar entre dois vértices di-
ferentes de um grafo de n vértices?

(c¢) Suponha que o conjunto de vértices de G é {v; : 1 <1i <20, ¢ € N}. Justifique
a afirmagéo seguinte num texto de entre 5 a 10 linhas: “A matriz dos caminhos
de G ¢ dada por \/;2, A®).”

10. Relativamente ao grafo com pesos da figura, use o algoritmo de Dijkstra para deter-

minar a distancia e um caminho mais curto de b para h.
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11. A matriz dos caminhos de um digrafo G de vértices vy, ve, v3 € v4 (considerados por
1 011

11
esta ordem) é P = 0
0 01
1 01

o O O

(a) Defina matriz de caminhos de um grafo.

(b) Diga, justificando, se o grafo G (cuja matriz dos caminhos é P) é fortemente

conexo, unilateralmente conexo ou conexo.

(¢) Indique os vértices de cada uma das componentes fortemente conexas.

12. Uma rede rodovidria entre seis povoagoes, A, B, C, D, E e F, é constituida por oito
estradas como descrito a seguir:

entre A e B com 30Km; entre A e C com 22Km; entre A e D com 30Km;
entre B e E com 20Km; entre C e E com 12Km; entre C e D com 36Km;
entre E ¢ F' com 40Km; entre D e F' com 18Km.

Represente esta rede rodoviaria por um grafo com pesos. Em seguida aplique o
algoritmo de Dijkstra ao grafo para determinar o percurso mais curto da povoacao
D para a povoacao B, bem como a respectiva distancia.

13. (a) Desenhe um digrafo de vértices 1, 2 e 3 cuja matriz de adjacéncias A satisfaz a
igualdade A3 = 1I.
(b) Indique o conjunto de arestas de um digrafo de vértices 1, 2, ..., n cuja matriz
de adjacéncias A satisfaz a igualdade A™ = 1.
14. Considere o digrafo G = (V, FE) onde V = {a,b,c,d, e} e
E = {(a,b), (a,d), (b,c), (b,e), (¢, €), (d,]), (e, d)}.
(a) Desenhe o grafo G, colocando os vértices a, b e ¢ numa mesma linha horizontal
em cima e d e e numa mesma linha horizontal em baixo.

(b) Indique a matriz de adjacéncias de G, considerando os vértices ordenados pela
sua ordem alfabética, e denotando-a por A.

(¢) Sem calcular as matrizes diga, justificando, qual a entrada na posi¢ao 2,4 nas
matrizes A3 e A%,

(d) Determine as componentes fortes do grafo G.

(e) Desenhe o grafo nao dirigido com pesos que resulta de tirar as setas as aresta
do grafo GG e atribuir-lhe os seguintes pesos:
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o peso de {a,b} é 1; o peso de {a,d} ¢ 3; o pesode {b,c} é2; o pesode
{b,d} é 1;

o peso de {b,e} é 7; o pesode {c,e} é3; o pesode {d,e} é5.

Use o algoritmo de Dijkstra para determinar a distancia e um caminho mais

curto de a a e. (Considere que os vértices estao ordenados por ordem alfabética.)

15. Seja G = (V, A) um grafo nao dirigido simples (sem pesos)

(a) Diga quando se diz que um caminho de G é elementar.

(b) Sabendo que G tem n vértices, mostre que um caminho elementar de G entre

dois vértices diferentes tem comprimento menor ou igual a n — 1.

(c) Mostre que a relagao P definida por Py := existe um caminho de x para y,
definida no conjunto V' dos vértices de GG, é uma relagao de equivaléncia.
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