INSTITUTO POLITECNICO DE VISEU
ESCOLA SUPERIOR DE TECNOLOGIA
Métodos de Analise Complexa
Eng. de Sistemas e Informatica

Ficha Pratica n? 1
Numeros complexos

1. Expresse os seguintes nimeros complexos na forma a -+ bi:

(a) (34 5i) + (—2+1)

(c) (V3—2i)—i (2 —i(x@+4))

(b) (=3 + 4i) — (1 — 2i)

() (3 — 5i)(—2 — 44)

(e) (1 + ;) <—§ + 32’) (f) (3i — 1) <; + ;)
(&) (3i — 1) (;ﬂﬁ)) (h) 7 — 2i (2252>
(i) (2+30)° (3) (4 —2i)
(k) 14 2i + 3i2 + 443 + 5i* + 6i°

2. Mostre que (z +iy)? = 22 — y? + 2izy.

3. Mostre que (z — iy)? = 22 — y? — 2izy.

4. Mostre que (1+1i)3 = —2 + 2i.

5. Mostre que 1+ 3° 4+ 210 — 3413 = —1 — 2;.

6. Mostre que (z + iy)%(z — iy)? = (2 + y?)%

7. Mostre que (z + iy)"(z — iy)" = (2% + y?)".

8. Determine a parte real e a parte imaginédria dos seguintes niimeros complexos z:

(a)z:2+13i ) 2= () e =5t
W=y @ity WE=r

4— 3 1—1 1 \2 ' 14 4\30
&)=~ B, (h)zz(l—i—i) (I)Z:<1—i)
2= -D0E+) () z=:+1
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. Represente graficamente os niimeros complexos 21, 22, 21 22 € 2z1/22 nos seguintes casos:

(a) 21 :3—"_417 z9 = 51\7%7 (b) 21:%, 22:7\/§é+i;
(c) 21 =57%, m==1+iV3 d) 21 =142, 2=2—1i

i

() 21 =3—1i, zm=3—3

Verifique as seguintes relacoes:
1—iv2 .
VZ+i
_2(1+2V/3)

5

a) Re[—i(2 — 3i)%] = —12; D)

(1—iv3)
241

c) Iml

Demonstre que
oo+ B + Ja — B = 2]af* + 2|5/,

quaisquer que sejam os numeros complexos « e #. Faca um grafico e obtenha a seguinte
interpretagao geométrica: a soma dos quadrados dos lados de um paralelogramo ¢ igual a
soma dos quadrados das diagonais.

Dados trés vértices de um paralelogramo pelos nimeros complexos z1, 29, 23, determine o
vértice z4 oposto a zo. Faca um grafico.

Determine o argumento dos ntimeros complexos seguintes, escreva-os na forma polar e
represente-os geometricamente:

a) 2z = —2+2i b) 2 =1+1iV3 ¢) z3 = —3+i

NG} 1 .
d) 24:(%4_7‘) e) 255:_1_77:\/g f) 2'6:—1—2
-3+ 3 —4

= ——— h = —
8= VI

A partir das representagoes polares dos numeros z, 29, 23 € 2z do exercicio anterior,
obtenha representacoes polares de 29 23, 22/23, 21 23, 21/23, 22 26 € z2/2¢. Represente-os
geometricamente.

Mostre que:
cos 30 = cos® 6 — 3cosfsin’ b,

sin30 = —sin® 0 — 3cos2Osind.

Sugestdo: Desenvolva (cos 6 +isin §)? pela Férmula do Binémio de Newton e pela Férmula
de De Moivre.

Obtenha férmulas andlogas as do exercicio anterior para cos46 e sin 46.

Verifique as relagoes:
(V3 +1i)(1 — 30)
a)
V5

241 5
v |2
) 2— i3 7
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Determine o valor absoluto de:
a) (i(2+ 34)(5 — 2i)) /(=2 — 2i); b) (2 — 34)%/(8 + 6i)%.

Demonstre a igualdade

|21 4+ 22 + oo + 2] < 21| + |22 + .o + |20l -

Mostre com um exemplo simples que para z € C se tem em geral que |z|? # 22.

Determine o valor de

11 1 1
23 by | L |
o 1430 1-3¢
1—cosf@+isinf
Seja z = cosVt tsin (onde 0 é real). Mostre que Rez =0 e Im z = tan(0/2).

14 cosf —isind
Prove que |z| < |z| + |y| < v/2|2|, onde z = 2 + iy com z,y € IR.
Prove que |z1| — |22]| < |21 — 22|, para quaisquer nimeros complexos 2z e 2.

Calcule as raizes a seguir e represente-as geometricamente:
a)vV—4;  b)(1+iV3)Y?% o) Vi A V—i; e (—1+iV3AYVEL )V —1—iV3.

Nos casos seguintes, resolva as equagoes P(z) = 0 e factorize o polinémio P(z).
a) P(z) = 25 —64; b) P(z) = 2% +9; c) P(z) = 322 —i; d) P(z) =523 +8.

Mostre que as raizes de um polinémio com coeficientes reais ocorrem em pares de conju-
gados.

Determine todos os z € C tais que |z —i| < |z — 2|.

Resolva as seguintes equagoes:

a) 22 — 2242 =0; b) 222 +2+1=0; c) 23 —4 = 0; d) 24 +i=0; e) 20 +8 = 0;

f) 22+ (1—2i)z+ (1+5i))=0; g)2°-2=0; h)z*+(1—4)22+2(1—4)=0.

Determine o complexo conjugado de
a) (3+8i)4/(1+1)t° b) (8 — 2i)!%/(4 + 6i)°.

Expresse na forma a + bi:

a) e?ti; b) e3¢

Reduza & forma re?® cada um dos ntimeros complexos abaixo e represente-os geometrica-
mente:

a) 141 b) —2(1 —1) c) V3—-3i d) —1—-i/V3 e) —1+iv3 f) -3
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Verifique as seguintes relacoes:

3—2mi  +/e(l —iV3)

a) exp (3 + Tmi) = —e3 b) exp c - 5 .
Estabeleca as féormulas de Euler:
cost = M , sinf = M
2 27
Sendo z = 7€', prove que |e¥?| = eSO
Prove que r1et + rqe’? = 3¢ onde rg = 'r% + r% + 2rirocos(f; — 02) e tanfs =

71 8in 01 + ro sin O

. Faca um grafico.
71 coS 01 + ro cos by

Represente graficamente os seguintes conjuntos:

a) Rez < —3; b) Imz > 1; c) |z —2i| >2;

d) [z+1| <2; e) lz—1+1| <3; f) 2#0,0 < argz < 7/3;
g) |z| >2, —m<argz <m; h) 1< |z4+1—2i <2; i)Re(%)<i;

j) |32 — 2i| < 5; k) Im 22 < 0; 1) Rez? > 0;

m) z # 0, |arg 23| < 2 ; n) Im 23 > 0.

Mostre que cada um dos conjuntos seguintes é uma recta. Faca gréaficos.

a) |z —2| =z — 3i; b) [z+ 5| =z —1—1i; c)lz—14+1i=34+i—z|;

d) |z +3 —i| = |z — 4i; e) |z —1+i| = |1 —ivV3+z|; £) [(z —4)(1 —iv3)| = |22].

Identifique os conjuntos de pontos z nos casos a seguir. Faca graficos.
a) |z —i|+ |z + 2| =3; b) [z — 2+ + |2 < 4;

) |z —2| =2|z+ 2i|; d) Re(1—2) = |z].
Quais dos seguintes conjuntos de nimeros complexos sao (i) abertos, (ii) fechados, (iii)
conexos, (iv) simplesmente conexos, (v) limitados, (vi) compactos? Justifique sucinta-
mente as suas respostas.

a) {z : Imz <0}, b) {z : |z — o > 4}; c) {1, 14, —1,

d){z:|z| <1}U{z: |z —2i| < 1} e) {z : 1 <|Rez|+|Imz| < 4} f) C.

Prove que S C C é fechado se e s6 se C — S é aberto.

—i};



