Capitulo 4: Interpolacao Polinomial

1. Introducao

Suponhamos que conhecemos a fun¢do f em apenas em (n+1) pontos do intervalo
[a,b] e que pretendemos conhece-la em qualquer outro ponto desse intervalo. Para
tal vamos, com base nos pontos conhecidos, construir uma fun¢do que “substitua”

f(x) dentro de um limite de precisdo. Uma tal funcdo designa-se por fun¢do

aproximante.

A escolha da funcdo aproximante ¢ aqui um polindmio, mas poderia ser outra. Se
escolhéssemos fungdes racionais teriamos interpolacao racional, se escolhéssemos

funcdes exponenciais teriamos interpolagdo exponencial.

Seja, entdo, f uma funcdo definida em A, f: A < R >R, e admitamos que sao

conhecidos os pontos (X, f(X¢)), (x1, f(X1)), ..., Xu, f(X4)), com X; < Xj+q, 1=0,..., n-1

sendo x,=a e x,=b. Pretende-se aproximar f(x), x €[ Xy, X,], por um polinémio
Pn(X)=a,X"+an X" ... +ax*+ax+ag (1)

tal que nos pontos conhecidos P,(x) coincida com a fun¢ao f(x), 1.€., que satisfaca:

Pn(x)=f(x;) i1=0,...,n (2)

Diremos que P,(x) ¢ um polindémio interpolador para f(x) nos pontos dados,

(x;, f(x;)) 1=0,...,n, que serdo o suporte da interpolacao.

Assim, dados (n+1) pontos (x;, f(x;)), 1=0,...,n, a existéncia de um polindémio que
satisfaca (2) e acerca da unicidade e do grau do polindmio temos informagao

através do seguinte teorema:

Teorema: Sejam dados (n+1) pontos distintos Xo, Xj, ..., X, (Xi# X;), € 0s valores de
f(x) nesses pontos f(X,), f(X1), ....f(X,). Entdo existe um unico polinémio P,(x) de

grau inferior ou igual a n que satisfaz a f(x;)=P,(x;), 1=0, ...,n.



2. Interpolacgdo polinomial: linear e quadratica

O caso linear ¢ o caso mais simples da interpolagdo. Dados dois pontos
distintos de uma funcao y=f(x), (X, f(Xo)) € (X1, f(X1)), € X €(Xo, X;) pretendemos
saber, usando a interpolacao polinomial, o valor de y = f(X).

Pelo teorema anterior, vamos construir um polindmio de grau um,

P1(X)=apt+a;X

Mas P;(x) tem de ser tal que:

{Pl(xo) = f (Xo) = yo
P (x)=f(xp=1y,

Para obtermos o valor dos coeficientes a; € a; temos que resolver o sistema

X0

1
, sendo que
X1 1

anterior em ordem a a, € a;. A matriz dos coeficientes ¢€, A={

det(A)=x¢-x;. O sistema anterior tem solu¢do unica se det(A)=0, 1.€., se X¢#X;.

Ou seja, para pontos distintos o sistema tem solugao Unica.

Interpretacdo Geométrica

O polindémio P (x)=ay*a;x € a equagao da recta que passa nos pontos (X, f(X))

c (Xl, f(Xl)) .

Exemplo: Consideremos a fungéo f definida pelos pontos (0, 1.35) e (1, 2.94).
Determinar aproximadamente o valor de £(0.73).
Como temos dois pontos vamos construir um polindémio de grau um, i.€.,
P(x)=apta;x., P, é tal que :
P (0)=1.35 a;x0+ap=1.35 ayg=1.35
= =
P (1) =2.94 a;x1+ay=2.94 a;=1.59

ou seja, Py(x)=1.35+1.59x e f(0.73) = P,(0.73)=2.51

O calculo de a ¢ a; esta afectado por dois tipos de erro:

1. Erro de arredondamento,



ii. Erro de truncatura — cometido quando decidimos aproximar a funcao f

por um polindémio de grau um.

Erro de truncatura

O erro de truncatura cometido no ponto X ¢ dado pela formula:
Er(X)=(X)-Pi(X)
O erro de truncatura ¢ uma fungdo que se anula nos pontos Xy € X;, pois
f(x0)=P1(x0) € f(x;)=Pi(x;) entdo:
Et(x)=(x-X()(X-X1)A,

onde A é uma constante a determinar.

Obtencao de A

Consideremos a funcao auxiliar
G()=f(t)-P1(D)-Ex(t),
ou seja,
G(=f(t)-(ait+ag)-(t-xo)(t-x1)A

A funcdo G(t) anula-se em pelo menos trés pontos t=x,, t=x;, t=X. Se
considerarmos que f(t) ¢ continua e diferenciavel em (X, X;) € uma vez que Py(t)
e E1(t) sdo polindmios também sao, logo G(t) ¢ continua e diferenciavel em (xo,
X1), entdo podemos aplicar o teorema de Rolle a G(t).

Recordacao!

Teorema de Rolle: Se f(x) ¢ continua e diferencidvel no intervalo (a,b) e

f(a)=f(b), entdo existe {e(a, b) tal que f'(§)=0.

Aplicando entdo o teorema de Rolle a G(t) conclui-se que:
3 &1 € (x0, X): G'(E1)=0
3& e (X, x1):G’(&)=0
Ou seja, G’(t) € tal que G’(§)=G’(&,) e G’(t) € continua e diferencidvel em

(&1,&2), aplicando novamente o teorema de Rolle a G’(t) concluimos que:



€ € (&1, 8): GV (60
Mas se € € (&1, &) entdo § € (X, X;). Além disso,
G (t)=f*(t)-a1-(t-x)A-(t-X0)A
G’ (t)=1(t)-A-A=t"(1)-2A

Como G**(£)=0, entiio £°(£)-2A=0 < A= %

O erro de truncatura ¢ entdo dado por:

f”

Er(0=(x-xo)(x-x1) 5 =, com & € (s, 1)

Nota: Na maior parte das vezes nao se conhece o valor exacto de &, como tal,

consideramo-lo igual ao valor que maximiza |f’(x)| em (X, X;), 1.€., & tal que

(&)= max |[f"(x)|.

Xg<X<X]

Exemplo: Considere a fung¢do f(x)=sin(x). Utilizando os pontos (1, 0.84) e (2,

0.91) construa um polindmio de grau um que aproxime f. Calcule o valor

aproximado de f(%). Determine o erro de truncatura cometido.

Pretendemos entdo P(x)=ap+a;x que € tal que :

Pl (1) =0.84 a1+ ao =0.84 aO =0.77
= =
P(2)=091  |ax2+ay=091  |a;=0.07

entio, P,(x)=0.77+0.07x, e, f(%)zPl(%)=O.88.

O erro de truncatura ¢ dado por:
ET(£)=(£-1)(Z-2)m, com¢& € (1,2) e tal que &= max|f"(x)
2 2 2 2 1<X<2
f ’(x)=cos(x) e f’(x)= -sin(x), entdo 0 maximo de |-sin(x)| no intervalo (1,2) ¢

atingido em %, donde ET(%)=O. 12.



No caso da interpolagdo quadratica pretendemos aproximar a nossa funcao f
por um polindbmio do segundo grau da forma Pz(x)=a0+alx+a2x2. Para tal
precisamos de conhecer a funcdo f em trés pontos distintos.

Sejam (x;, yi=f(x;)), i=0,1,2, trés pontos distintos de f. Pretendemos P,(x) tal
que

R (X0) =Y & X' +apXo+ap =Y

P2(x1): y1 =) X12 +a;X|+ag= y1
P (%))=Y, ® X22 taXp+ap=Y,

A matriz dos coeficientes €

2
x02 X0 1
A= XE Xl 1
X Xy 1

O sistema tem solugdo tnica se det(A)=0, o que acontece se os trés pontos forem

distintos.

Erro de truncatura

O erro de truncatura ¢ agora dado por Er(X)=f(x)-P»(x). Seguindo um

raciocinio analogo ao efectuado para o caso linear chegamos a conclusao que:

) ,com & € (Xg, X2).

Er(X)=(X-X0)(X-X1)(X-X2) 3

3. Interpolacédo de Lagrange

Tanto a interpolacdo linear como a quadratica sdo casos particulares da
interpolacao de Lagrange.
Genericamente pretendemos determinar o polindmio interpolador de grau

menor ou igual a n sendo conhecidos (n+1) pontos. Ou seja, pretendemos

n .
Pn(x)=anx“+an_1xn'l+...+a2x2+alx+a0= z aiX' ,
i=0



onde P, tem no maximo grau n. a,, a,.i,...,4, a1, 39 sdo determinados a custa da

resolucao do sistema:

Ph (Xg) = Yo anxon +ta, 1X0n _11 +o.t+d xO2 +apXp+ag=Y

Pa(xp=Y o anxln +ta, 1X1n +o.td X12 +aX+ag =Yy,

b

P (%) =Yy anXp + a 1xnn sy xZ aXp+ag =Y
Xon )6]_1 XO 1
. o X xln_l X 1 N .
cuja matriz é A=| "1 1 . Prova-se que a solucdo do sistema
PR :
Xn  Xn v Xp 1

anterior € Unica se det(A)=0, ou seja, se os (n+1) pontos forem todos distintos.

Obtencao formula de Lagrange

Consideremos os seguintes (n+1) polinomios de grau n

Ry (X) = (X=X(X = x2)...(x —Xp)
st (X)=(x— xO)(x - x2)...(x —Xp)

By (%) = (X = X)X = X )oo(X = X1 _ )

ou de forma abreviada

P0=TT (X~ x)) 3)

0
i

ol

i
]
Os polindmios anteriores sdo tais que:
1. pi(Xi);ﬁO, Y1

. pi(x)=0, V 1.

Os polindmios anteriores chamamos polindmios de Lagrange.



Como o polinomio P, que pretendemos determinar ¢ de grau n e contém os
pontos (X;, yi), 1=0,...,n, podemos escrever P, como combinagdo linear dos

polindbmios anteriores, p,, 1=0,...,n, ou seja,

n
Py(¥) = Y i (X) @)
i=0

Entdo para determinar P, (x) basta calcular os b;, i=0,...,n, j&4 que os polindmios
pi(x) sdo facilmente calculaveis. Tem-se entdo que:
Pn(X)=boPo(Xi) +01p1(Xi) +...+Dipw(Xi) + ... +brPn(X),

mas pr(xx)#0 e pi(xx)=0 para i=1,....k-1,k+1,...,n, ou seja,

P (%)

Pn(X)=bypk(X) < b=
B (X)

Como por hipdtese P, (x;)=y;, i=0,...,n, entdo

b=—J1_ i=0..n.

P (X))

Substituindo o valor de b; em (4) obtemos:

pI(X)
P.(X) =
(X) = ;y ()

e por (3) concluimos que:

_ (X=Xj)

P

(0= ,Zé)y'JHO(X = %)
Jil

-

que ¢ a formula do polindmio interpolador de Lagrange.

Exemplo: Determinar o polindmio interpolador de Lagrange para a funcgdo

conhecida pelos pontos

0.2 12.008
0.4 |4.064
0.5 15.125




Como a fungdo € conhecida em quatro pontos vamos construir um polindémio
de grau maximo, 1.¢., grau trés,

X—=X1 X=Xo2 X—X3
Xo =X X0 =Xy X% = X3

3 2 (x—X))
P,0=Y¥ ] SP(X) =Y,
i—0  j=0(Xi—%)
J#i
X—=Xg X—X2 X—X3+ X=Xo X=X X—X3+ X—=Xo X—=X1 X=X»
1y _ _ _ 2 o _ _ 3y, _ _ _
Xl XO Xl X2 Xl X3 X2 XO X Xl X2 X3 X3 XO X3 Xl X3 X2

X Xx=-04 x-0.5 X X-02 x-04
+4.064 +
0202-0.402-0.5 0404-0204-0.5

+5'125x x—02 x-04
0.50.5- 0.21 0.5-04

P, (X) = 2.008

O polinémio interpolador € : P, (x) =x>+10x.

Erro de truncatura

Também aqui o erro de truncatura ¢ dado por
Er(X)=f(x)-Py(X).
Seguindo um processo analogo aos casos anteriores € tendo em atengdo que P,
interpola f em (n+1) pontos obtém-se:

(5

W , XO<E_,<Xn-

Et(X) = (X=Xg)(X=X))...(X— Xp)

De seguida vamos ver outras formas de construir o polinoémio P,.

4. Interpolagdo com diferencas divididas

Hé vérias formas de escrever o polinomio P,, o polindmio interpolador de
Lagrange, nem sempre ¢ o mais conveniente. Vamos ver de seguida como
construir o polindmio interpolador de Newton, para tal comegaremos por definir

o conceito de diferenca dividida.



4.1. Conceito de diferenca dividida
Seja f uma fun¢do da qual se conhecem os (n+1) pontos (x;, y;), 1=0,...,n.
A primeira derivada de f no ponto x, ¢ definida por:

(Lm0 = G0
x—xo X=X

A diferenga dividida de primeira ordem define-se como sendo uma

aproximacao da primeira derivada,

F(x)— f(x0)
X=X,

f[Xa 0]

)

Nota: As notagdes de diferenca dividida sao: f], ],[,] e Vy.

Se em (5) fizermos x= x; obtemos a diferen¢a dividida de primeira ordem em

relacdo aos argumentos X € X;

f — f
vlYo =1[x1, Xo]= (x) (X0)
X1=Xo
Note-se que
f(xq)— f(x f(xp)— f (X
Vo =f[x,., x]= (xp) — T (Xp) _ T(Xp) (1):f[X0’ %],

X1 — X Xp — X1
ou seja, f[Xo, X1 ]= f[x1, Xo].
De um modo geral, define-se diferenca dividida de primeira ordem em relagao

aos argumentos X;, Xj+; como sendo:

f(Xi+D)— F%0)
Xi+1=Xi

Vl =1[x;, Xi+1]=

se recordarmos que y=f(x;) temos que

V Y1 f[Xla X1+1] y|+1 yl
Xi+1=Xi

A diferenca dividida de ordem zero ¢ definida com V °y=f[x;]=f(x;)=y..



Atendendo a definicao de diferenca dividida de ordem zero, podemos escrever
as diferencas divididas de ordem um em funcdo das diferencas divididas de

ordem zero do seguinte modo:

0
VlYi:ﬂXi, Xir1]= FXi )= TOX0) _ F[xi 4 1]- f[xi]:V Vi+1- VY
Xir1—X Xir1—X Xi + 1~ X

Genericamente, a diferenc¢a dividida de ordem n ¢ dada por:

[Xi + 1 X4 250 Xj 4 n]_ f [Xi9 Xji+ 1 Xj+n— 1]
Xi+n—Xi

" f
V= [ Xy Xig e Xign |=

-1 _
VU i1V

Xjyn =X

que € uma aproximacao para a derivada de ordem n.

E usual construir-se uma tabela, chamada tabela das diferencas divididas, onde

se colocam todos os valores anteriores.

Xj \Y% Oyi:yi:f(Xi) \Y lyi \Y 2Yi vee \Y nyi

X0 Yo f[Xo, X1]

X Vi fx1, X5] X0, X1,X2]

X2 Y2 X2, X3] {x1,X2, X3] {[X05---5Xn]
Xn Yn ﬂ:Xn-la Xn] f[Xn—Za Xn-laXn]

Pela tabela anterior podemos concluir que:

1. Cada coluna ¢ construida a custa da coluna anterior;

it. Com (n+1) pontos podemos construir n diferencas divididas de primeira
ordem, (n-1) de segunda ordem e assim sucessivamente, até a uma diferenga

dividida de ordem n.

Exemplo: Dada a funcao f pela tabela seguinte, construa a tabela das diferencas
divididas.
Xi |Yi

0.3 3.09
1.5 17.25
2.1 2541

10



A tabela das diferencas dividas é:

X; vyt vy [V
0.3 3.09 11.8 1
1.5 17.25 13.6
2.1 2541
onde,
. 17.25-3.09 | 2541-17.25 > 13.6-118
\Y yo——1.5_0'3 =11.8, V yl_—2.l—l.5 =13.6e V yo——2'1_0‘3 =1.

Ainda acerca das diferencas divididas, vejamos o seguinte corolario,

Corolario: Se f ¢ uma fun¢do polinomial de grau n, entdo, todas as diferencas

divididas de ordem n sdo iguais a uma constante ¢ as de ordem (n+1) sdo nulas.

4.2. Formula de Newton para interpolacdo com diferencas
divididas
Consideremos os (n+1) pontos distintos (X;, y;), 1=0,...,n, ¢ P, o polinomio

interpolador de grau n que contém esses pontos.

Pela defini¢ao de diferenca dividida tem-se:

P xqf="20 =10 = P (=Pu(xgHix sglx0)

-

i
mas, /Y
P [x.xg]— Pofxg.x o
Px. 0. x1]= d {}1 TH{ 0 ]]‘:Pn[f‘im XiHPel X xo.x1](%-%1)
AT 1

entao,

P.(x)= Pu(X0)+(Pu[x0, X1 [TPu[X, X0, X1](X-X1))(X-X0)<=>

11



Po(x)FPa (o) Pu[x0, x1] (K'Z‘:D)"'@K'KI)(K'KD)

No entanto,

F O o T -F T P
P.x. X0, K1, %= %% %0:%1,%2] —

X —xl

-
=P, 0. xJPx0. 1, 3] Pl X0, 31, 3] (x5)

entao
Po(x)=Pn(x0)+Pu[X0, X1](X-X0)+(Pu[X0, X1, X2]+Pa[X, Xo, X1, X2](X-X2))(X-X1)(X-X0)
< Pu(X)=Pu(X0)+Pa[X0,X1](X-X0)+Ps[X0,X1,X2 ] (X-X1 ) (X-X0)+Ps[ X, X0,X1,X2] (X-X2)

(X-X1)(X-Xo).

Desenvolvendo P,[x,x¢,x;,X;] € aplicando um raciocinio analogo ao anterior

obtemos:

Po(x)=Pn(X0)+Py[X0,X1](X-X0)+Pr[X0,X1,X2] (X-X 1 )(X-X0)+Pn[X,X0,X1,X2 ] (X-X2) (X-X1) (X-X0)
+.. AP X0,X 150 X0 J(X=Xpo1 ) (X=X ) (X=X 1 )(X-X0)FP [ X,X0,X 1500, X0 ] (X=X ) (X-Xppo1 ). (X-X3)

(X-X1)(X-Xo).

Como P, ¢ de grau n, pelo corolario anterior, concluimos que

P.[Xx,X0,X1,...,Xy]=0, além disso, como P,(X)=y, podemos escrever:

Po(X)=yotPu[X0,X1](X-X0)+Pu[X0,X1,X2 ] (X-X1)(X-X0)TPu[X,X0,X 1,X2] (X-X2 ) (X-X1)

(X-X0)*...+Pu[X0,X1,. .., Xn | (X-Xpo1) ... (X-X0 ) (X=X )(X-X)

Mas como V'y;=P,[X,,...,X;] podemos escrever o polinémio anterior do seguinte

modo:

P.(x)=yotV 1yo(x-xo)-l- \Y 2y0(x-x1)(x-xo)+ \Y% 3yo(x-x2)(x-xl)(x- Xp) t...
VY o(XXp1) (X-X2) (X=X 1) (X-X0)

ou ainda,

12



n . i-l
P.(x)=yot > VY, [T(x-%)
i=1 j=0

que ¢é o polinébmio interpolador de Newton para diferencas divididas.

Exemplo: Determinar o valor aproximado de f(0.4), usando todos os pontos

tabelados da funcao f.

Xj Yi

0.0 1.008
0.2 1.064
0.3 1.125
0.5 1.343
0.6 1.512

Vamos comegar por construir a tabela das diferencas divididas.

Xi vyt | vy, vy vy vlyi
0.0 1.008 0.28 1.1 1 0
0.2 1.064 0.61 1.6 1

0.3 1.125 1.09 2

0.5 1.343 1.69

0.6 1.512

O polindémio interpolador de f é:

Py(x)=yotV 'yo(x-X0)+V 2yo(x-X1)(X-Xo)+ V *Yo(X-Xa)(X-X1 )(X-X0)+V *yo(x-Xo)
(X-X1)(X-X2)(X-X3)

ou seja, Pa(x)=1.008+0.028x+1.1x(x-0.2)+x(x-0.2)(x-0.3)

entio f(0.4)=P,(0.4)=1.216.

Erro de truncatura

A formula do erro de truncatura para a interpolacao de Newton ¢ a mesma do
que a cometida com a interpolagdo de Lagrange, tal deve-se ao facto de ambas
utilizarem polindmios do mesmo grau. Assim,

f(n+1)(§)

E1(X) = (X=Xp)(X=X))...(X— Xp) (D)

, Xo<E<Xy.

13



5. Interpolacdo com diferencas finitas

5.1. Conceito de diferenca finita

Admitamos agora que os pontos X; sao igualmente espagados, i.e., X=x;.;+h,
i=1,...,n, sendo h uma constante que designamos por passo.

O facto de os pontos serem igualmente espagados deve ser aproveitado, pois
entre outras razdes os calculos vém mais simplificados, o que nos leva a utilizar
outro operador.

Antes de definirmos diferenca finita, consideremos uma variavel auxiliar, z,
dada por:

X=X
UPEN zh=x-x,

Z:

entao X-X1=X-(X¢th)=x-Xo-h=zh-h=(z-1)h

X-X,=X-(X;th)=x-x,-h=(z-1)h-h=(z-2)h

continuando o raciocinio anterior conclui-se que:

X-Xp1=X-(XpoTh)=X-x,,-h=(z-(n-2))h-h=(z-(n-2)-1)h=(z-(n-1))h

substituindo os valores anteriores em
Po(x)=yot V 'yo(x-Xo)+ V 2yo(x-X1)(X-Xo)+ V *yo(X-X2)(X-X1 )(X-Xo)+...
V "Yo(X-Xp.1)-..(X-X2)(X-X1)(X-X0) <>
P.(x)=yo+zh V 'y¢tzh(z-Dh V *yo+zh(z-1)h(z-2)h V *yo+...+zh(z-1)h(z-2)h....
...(z-(n-1))hV'yi=
P.(x)=yotzh V 'yo+zh’(z-1) V *yot+z(z-1)(z-2)h’ V yo+.. +2(z-1)(2-2)...
...(z-(n-1))h"V'y, < (6)

n . . i-l
P.(x)=yo+ > h'VY, [T(z- D,
i=1 j=0

14



Trata-se do polindmio interpolador de Newton para pontos igualmente

espagados.

Vamos introduzir de seguida o conceito de diferenca finita, valido apenas
quando x;-x;.1=h, i=1,...,n,.

Define-se diferenca finita de:

1. Ordem zero: Aoyi=yi

ii. Ordem um: A'y=y;.;-y=A"y;11-Ay;
1ii. Ordem dois: A2yi=A1yi+1-A1yi
iv. Ordem n: A"y=A""y;-A"y..

Exemplo: Construir a tabela das diferengas finitas para a funcdo dada pela
tabela:

Xj Yi

3.5 9.82
4.0 10.91
4.5 12.05
5.0 13.14
5.5 16.19

A tabela das diferencas finitas

Xi Ay =y=f(x;) |Aly; Ay, Ay, Ay,
3.5 9.82 1.09 0.05 -0.1 2.11
4.0 10.91 1.14 -0.05 2.01

4.5 12.05 1.09 1.96

5.0 13.14 3.05

5.5 16.19
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5.2. Férmula de Gregory-Newton para interpolacdo com diferencas
finitas
De seguida vamos enunciar um teorema que relaciona as diferencgas divididas e

as diferencas finitas.

Teorema: seja f uma funcdo definida nos pontos (x;, y;), 1=0,...,n, tais que Xj-

Ayi

: n
x;=h, V1. Tem-se que: V y. = —=.
a =

A'yo

Tendo em consideragdo o teorema anterior se substituirmos V"y, por T em
n
(6) obtemos:
Pn(><)=yo+zh%+zhz(z-1)A2 NG iy Wt 21z

Any
...(z-(n-1 ))hn_'r(#
n'h

n
SPL(x)=yotz Ay, +27(z- 1) y() +z(z-1)(z- 2) 0+ ...72(z-1)(z-2)...(z-(n-1)) A 3(0

ou de forma condensada

n Al i-1
P, (X)=yot ZA_}/Q [1z-1)
i1 ' joo

que ¢ a formula de Gregory-Newton para diferengas finitas.
Mostra-se de modo analogo que o erro de truncatura € dado por:

1;(n+1)(§)

W+l _ _ —
Er(@) =" 22 -D(@E-2).(2 =M~

9 X0<&<Xn-

Exemplo: Dada a fungao f, conhecida nos pontos abaixo tabelados, calcule um

valor aproximado para f(0.25).
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Vamos comegar por construir a tabela das diferencgas finitas.

Xj Yi

0.1 0.125
0.2 0.064
0.3 0.027
0.4 0.008
0.5 0.001

Xi A yEy=1(x) Alyi A%y A’y
0.1 0.125 -0.061 0.024 -0.006
0.2 0.064 -0.037 |0.018 -0.006
0.3 0.027 -0.019 (0.012

04 0.008 -0.007

0.5 0.001

De seguida vamos construir um polindémio interpolador de f de grau maximo.

4
Py(x)=yotz Ay, +2(z-1) yO +7(z-1)(2-2) yO +2(2-1)(z-2)(z-3) 20 yO

ou seja, Py(x)=0.125-0.0612+0.0242(z-1)-0.0062(z-1)(z-2),

X—Xo_x-0.1
h

P4(x)=0.125-0.061(10x-1)+0.024(10x-1)(10x-2)-0.006(10x-1)(10x-2)(10x-3).
Entdo f(0.25)=P4(0.25)=0.043.

com z= =10x—1, donde

6. Interpolacédo de Hermite

Supondo que f ¢ duas vezes diferenciavel, sabe-se que um zero, X; , de f se diz
de multiplicidade dois se f(x;)=0, f ’(x;)=0 e f’(x;)#0. Diremos que duas fun¢des
f e g 2-osculam (osculam 2-vezes) um ponto x;, se X; ¢ zero de multiplicidade 2
da funcao (f-g)(x), isto &,

f(xi)=g(xi)
7 (xi)=g "(xi)
77 (xi)7g" (x).
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Tal comportamento significa que g interpola f e g’ interpola f > em x=x;. Nestes
casos falamos de interpolagdo osculatéria ou repetida ou de Hermite. Por
exemplo, € bem conhecido um polindémio (n+1)-osculador de f(x) no ponto x=0

— 0 polindmio de Mclaurin de f:

(n)
pn(X) = F(0)+ F1(O)X 4ot n'<0>xn
Com efeito,
Pa(0)=1(0)
p’n(0)=f’(0)

pa" (0)=£"(0)
pn(n+1) (O)if(nﬂ)(()).

Consideremos entdo um suporte (X;,y;), 1=0,...,n, X{#X; para i#], € um polinémio
dito polinomio interpolador de Hermite, H,,.(x) verificando as 2(n+1)
condic¢des seguintes:

Hon1(x;)=1(x5)
H 01 (x0)=1 (1)

Mostra-se que este polindmio de grau menor ou igual a 2n+1 existe e € unico.
Vejamos como construir Hy,; de uma forma que generaliza o polindmio
interpolador de Newton nas diferencas divididas. Consideremos os 2n+2 pontos

205 215225-++5Z2n5 Z2n+1

e o polindmio interpolador de Newton

Pan (¥) = F(20) +(x=29) Flz0, 2, |+ (x =20 XX = 2)) 20, 2,,2, ]+
Fot (X=20)(X = 20X = Z) F[20 5 Z150es Zopy |

(7)

Recorrendo ao artificio de considerar cada x; igual a um par de z’s
consecutivos, supostos iguais, ou seja, fazendo

Zo=721=Xp

18



7>)=73=X]

Zon~Zon+1~ Xn
entdo a férmula (1) passa a escrever-se
Pana () = F(Xo) + (X=%0) F[Xg. Xo ]+ (X =X0)* F[Xg. %9, X, ]+ (X =%)* (X = x)
F[Xg s Xgs Xpo Xy ]+ Hoe - (X=X 2 (X=X (X = X )2 (X = X0 ) T [X 5 Xgaees X5 X |
(8)
De facto, podemos generalizar a definicao de diferencas divididas de modo a

dar significado a formula anterior: assim,

f[x,xi]= Lim f[x,x]= Lim Fe0=10) _ f'(x)

X—>X; X—>Xi X=X
f[%0.%]— f'(Xo)
f —
[Xoa X0 Xl] X — Xg ,
f1Xo, X%, X1 |- X0, X0, X
f[XoaXoaXbX1]= [0 1 1] [0 0 1]
X1 = Xo

Doutro modo, o resultado obtido em (8) poderia obter-se fazendo o limite em

(7) quando zy,z1—Xo, Z2,Z3—=X15-+-, Zon,Zon+1—>Xn-

Para o polindmio cubico de Hermite (n=2) as relagdes anteriores indicam que

podemos estabelecer uma tabela com a seguinte configuracao

X f 1. difs 2%, difs 3%, difs

Xj fi £ 1] Xi,Xi,Xit 1] 1TXi,Xi,Xit1 Xi+1]
Xj fi X, Xi+1] 11X, Xi+1,Xi+1]

Xi+1 fini i

Xi+1 fin

Exemplo: Determinar um valor aproximado de In(1.5) sabendo que

X 1 2

In(x) |0 0.693147
1 1 0.5

X

Tem-se que
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X f D D? D’

xo=1 |0 1= (1) -0.306853 0.113706
x=1 |0 0.693147 -0.193147

x=2 |0.693147 | 0.5=f’(2)

x;=2 |0.693147

Tendo-se que o polindmio de Hermite de grau trés é:

H;(x)=(x-1)-0.306853(x-1)*+0.113706(x-1)*(x-2)

7. Interpolacdo com Splines

Na seccao anterior, foram utilizados polindmios de ordem n para interpolar
entre os (n+1) pontos conhecidos. Por exemplo, com oito pontos pode-se
construir um polindémio de grau sete. Este polindmio tera um comportamento que
se adequard aos pontos conhecidos. No entanto, existem casos em que estas
funcdes conduzem a resultados erroneos. Uma aproximagdo alternativa consiste
em ajustar polindmios de ordem mais baixa a subconjuntos dos dados. Tais
polinémios de ligacao sdo chamados fungdes splines.

Polindmios de ordem superior pela sua regularidade tendem a nao captar as
alteragdes bruscas no comportamento da fun¢ao, ao contrario dos splines. Assim,
os splines conseguem uma melhor aproximacdo para as fungdes que tenham

mudancas bruscas locais.

7.1. Splines Lineares

A ligacdo mais simples entre dois pontos ¢ uma linha recta. O spline de
primeira ordem, para um grupo de dados ordenados, pode ser definido como o
conjunto de fun¢des lineares:

f(xX)=f(Xg)+mMy(X—Xp), Xg<x2Xg

f(x)= f(x1)+m1(x—x1), X] £X<Xp

f(X)=f(Xp_p) + M (X=Xp_1),  Xpg SX<Xg
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onde m; ¢ o declive da recta que une os pontos

me = i) = T0%)
| L

Estas equacdes podem ser usadas para avaliar o valor da fun¢do em qualquer
ponto entre X, € X,,, bastando para tal localizar o intervalo em que o ponto cai. De
seguida, a equagdo apropriada € usada para determinar o valor da funcdao nesse
intervalo. Este método ¢ muito idéntico a interpolacao linear.

Uma das grandes desvantagens deste método reside no facto de ele ndo ser
suave. No ponto onde dois splines se encontram (chamado no), o declive muda
abruptamente. Ou seja, a primeira derivada da func¢do ¢ descontinua nestes
pontos. Esta desvantagem ¢ superada utilizando splines de ordem superior que
assegurem a suavidade nos ndés e que entram com o valor da derivada nestes

pontos.

7.2. Splines Quadraticos

Para garantir que as derivadas de ordem m sejam continuas nos nos, t€ém de ser
utilizados splines com ordem pelo menos m+1. Polindmios de terceira ordem ou
splines cuibicos garantem a continuidade das derivadas de primeira e segunda
ordem e sdo muito utilizados na pratica.

Vamos ilustrar o conceito de interpolagdo com splines utilizando polindmios
de segunda ordem. Estes “splines quadraticos” t€ém primeira derivada continua
nos nos. Embora splines quadraticos nao garantam segundas derivadas iguais nos
nos, servem para demonstrar o procedimento geral para desenvolver splines de
ordens superiores.

O objectivo nos splines quadraticos € arranjar um polinémio de segunda ordem
para cada intervalo entre valores. O polindmio para cada intervalo pode ser

representado de um modo geral por

Il
p—

fi(x)=aix*+bix+c;. i
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Com n+1 pontos tem-se n intervalos e consequentemente 3n constantes
desconhecidas. Como tal sdo necessarias 3n equagdes para calcular as constantes
desconhecidas. Estas sdo:

1. O valor das fungdes tem que ser igual nos nés, i.¢.,

fi(x)= ax’rbixte=f(x;)
£41(x0)=a;1 X Hbp 1 x+H e =1(x;) i=1,...,n-1

Como s6 os noés interiores sao utilizados temos n-1+n-1=2n-2 condig¢des.

2. A primeira e a ultima fun¢ao tém que passar nos nos finais.
2
fl (Xo)=a1x 0+b1X0+01:f(X0)
2
fu(xn)=a,X " tbX,+c,=1f(X,)

Temos entao mais duas condigdes.

3. A primeira derivada nos nos interiores tem de ser igual.

f’(x)=2ax+b
fi’ (xi)=2aixi+bi= 2ai+1xi+bi+1= fi+1, (Xl) izl,...,l’l—l
Temos entdo mais n-1 condigdes.

Até agora temos 2n-2+2+n-1=3n-1 condi¢des. Como temos 3n constantes
desconhecidas temos que arranjar mais uma condi¢ao. Se ndo tivermos mais
nenhuma informagao adicional sobre as funcdes e as suas derivadas, temos que
fazer uma escolha arbitraria para calcular as constantes. Apesar das escolhas
que podem ser feitas serem inumeras, por simplicidade:

4. Assumimos que a segunda derivada da primeira fungdo ¢ zero. Como

f”’(x)=2a; entdo a;=0. Esta condi¢do pode ser interpretada graficamente

como, os dois primeiros pontos sao ligados por uma linha recta.

Exemplo:

Ajustar um spline quadratico aos dados da tabela seguinte e usar o resultado

para estimar o valor em x=5.
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X f(x)
3.0 |25
4.5 1.0
70 2.5
90 ]0.5

Temos n=3 intervalos, como tal vamos ter 3n=9 condi¢des que sao:

20.25a; + 4.5 +¢; =1.0
20.25a5 +4.5by) + ¢y =1.0
49a, +7by +CH =2.5

49a3 +7b3 +C3 =2.5

9a; +3by +¢; =2.5

8laz +9b3 +c3 =0.5
2x4.5a;+b =2x4.5a, +by
2xT7ay+by =2x7a3+by

a; =0

Como a;=0 o problema resume-se a resolver oito equacdes simultaneamente.

Em forma de matriz temos:

45 1.0 00 0.0 00 00 0.0 00] [b 1.0
00 0.0 2025 45 1.0 0.0 0.0 0.0 Cy 1.0
00 00 490 7.0 1.0 0.0 0.0 00| |a 2.5
00 00 00 00 0.0 490 7.0 10| |by 2.5
30 1.0 00 00 00 0.0 0.0 0.0| |cy 2.5
00 00 00 00 00 81O 90 10| |a3 0.5
1.0 00 -9.0 -1.0 0.0 0.0 0.0 00| |b 0.0

100 00 140 10 0.0 -140 -1.0 00] |c3 0.0 |

Resolvendo o sistema anterior obtém-se

a,=0, b;=-1, ¢;=5.5, a,=0.64, b,=-6.76, ¢,=18.46, a;=-1.6, b;=24.6, c;=-91.3

Temos entdo os splines quadraticos: f;(x)=-x+5.5 3.0x <45
£5(x)=0.64x7-6.76x+18.46  4.5<x <7.0
fy(x)=-1.6x"+24.6x-91.3  7.0<x <9.0

Temos entdo que 5(5)=0.64x25-6.76x5+18.46=0.66.
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