Quando se analisa um sistema no dominio da frequéncia,
pretende-se essencialmente conhecer o seu comportamento no
que respeita a responder a sinais periodicos, que tém uma
frequéncia associada.
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E de prever que se faga uma analise dos sistemas recorrendo a
entradas cuja expressao analitica seja um seno ou um coseno:

x(t) =sin(ot +6)  ou x(t) = cos (ot + 6)



No entanto, esta escolha implicaria um aumento na complexidade
analitica.,

y(t) = j x(h(t - t)dt < y(t) = j cos (ot + 8) h(t — 1)dt
Note-se desde ja que ha uma relagao muito proxima entre as
funcbes peridodicas que sao mais comuns (SEN0OS € COSeNnos) e as
exponenciais complexas:

0

e’ = cos(8)+ jsin()

cos(0) = %(eje re )

sin(0) = Zij(eje -e )

A utilizacao de exponenciais simplifica o tratamento matematico
dos sistemas quando tém na sua entrada sinais periodicos.

Apesar de serem inicialmente menos intuitivas que fungdes como
Senos e cosenos, a sua utilizacao revela-se vantajosa.
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Dado que sinais sinusoidais podem ser descritos por e

Kponenciais

complexas, o que implica que as exponenciais complexas sao
sinais mais basicos que os sinusoidais, interessa estudar o caso

seqguinte:

A

y(t)
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Vejamos entao o que sucede quando se injecta um sinal
exponencial complexo num sistema LITC:

y(t)

x(t)=e* m)fSoommpm) ???7p?????722277

onde s € complexo

A resposta de um sistema a um sinal de entrada é dada por:
y(t)=x(t)=h(t) =

o0

y(t)= ! x(t)h(t —1)dT <~ Comutatividade
da convolucao

y(t) = h(r)X(t—r)dr &



x(t)- e oo (SHERAI y(t) - H(s)e"

onde s € complexo



Entdo, quando num sistema LITC se injecta uma exponencial
complexa o resultado € a mesma exponencial complexa pesada
por um valor que depende da entrada.

x(t) E--» v (£) 4 H(s)E"

A exponencial injectada faz parte da saida

V

Mas com uma amplitude diferente da entrada.
A funcdo est tem como resposta num sistema LITC uma funcéo
igual est apenas com um peso diferente (dependente do valor s).

Por esse facto, a funcao e$t designa-se de funcao propria do
sistema.

O valor H(s) designa-se valor proprio do sistema.



Pelo resultado anterior e pela linearidade dos sistemas LITC:
X, (t) = ae™ ‘-‘ v, (t) = aH(s,)e™
(6)- 2 o) G 1. (1) 2 (5.)e*
x:(6) = 2™ o) (SRERA V2 () = :H (s,)e

Se considerarmos um sinal de entrada que seja a soma pesada de
diversas exponenciais complexas:

X(t) = X, (l’) + X, (t) + X, (,‘_—) _ aleslt n azeszt N a3e53t

Pela linearidade do sistema:
y(t) =N (t) IRE: (t) RE (t) - alH(Sl)eslt + azH(Sz)eszt + a3H(53)eS3t



X(t) =X (t) + X, (t) + X3 (t) = aleslt + azeszt + a3GS3t

4

*

y(t)=y,(t)+y,(t)+ys(t) =aH(s)e™ +a,H(s,)e™ +a,H(s;)e™

Generalizando para uma qualquer combinacao linear de
exponenciais discretas:

x(6) = Tae™ == SHER=  (¢) - X aH(s)e

onde H(S) = j h(r) e °'dr

Note-se que se se conseguir representar um sinal como sendo a
soma de exponenciails complexas, a resposta do sistema é
Imediatamente composta pelas mesmas exponenciais complexas
com um peso H(s,).



Verifica-se entao que € importante estudar sinais que possam ser
interpretados como combinacoes de exponenciais complexas.
Considere-se a exponencial complexa periodica:

x(t) = e’
Existe um conjunto de exponenciais complexas relacionadas
harmonicamente com esta, ou seja, com frequéncia multipla de w:

¢, (£) = elf™t  k=0,+1,42,+£3,...

Cada uma destas exponenciais € periodica de periodo T, apesar
do seu periodo fundamental ser uma fracgao inteira de T.

Assim, uma combinacao linear destas exponenciais gerara
tambem um sinal periddico de periodo T:

o0

x(t)= > ad (t)= ki a e’ ot

kK =—0
A representacao de um sinal pela expressao anterior designa-se
por representacido em série de Fourier.



Somando algumas exponenciais complexas de frequéncia angular
multipla de uma fundamental:
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X (t)= cos (2nt) +3cos(4nt)+12cos(6nt)+5cos(8nt)

~—

e obtemos um sinal que é a soma de sinusoides de frequéncias
angulares multiplas.



Mesmo que estas sinusoides tenham fase inicial nao nula:
X (t)=cos(2nt)+3cos(4nt+10)+12cos(6nt-20)+5cos (8nt+50)

Todas as frequéncias neste sinal sdo multiplas de &, pelo que essa
sera a frequéncia fundamental, sendo o periodo 2:

27 21T 2m
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Exemplos de aplicagcdes que sintetizam sinais periodicos a partir
de sinais elementares (sinusdides = soma de exponenciais
complexas)

Note-se:

- o efeito de acrescentar mais componentes complexas na
construcao do sinal,

- o facto de os coeficientes espectrais serem conjugados;

- 0 efeito da variagcao das amplitudes e das fases dos coeficientes
espectrais;

- o0 facto de os coeficientes serem conjugados conduzir a que a
série de Fourier possa ser interpretada como uma soma de
sinusoides, pelo que poderemos pensar apenas em coeficientes
de indice positivo;

- 0 significado do coeficiente ay;









Sawtooth | Sguare |




x(t) = i a e’

k=—0

E de notar que exprimir um sinal periédico na sua série de Fourier
nao € mais do que interpreta-lo como sendo uma soma de
exponenciais complexas, cada uma delas com um peso a,, que
se designa por coeficiente de Fourier ou coeficiente espectral.

Ha ainda a ter em conta que se o sinal em questao € real, as
exponenciais complexas hao-de ter coeficientes a, que convertam
as suas somas em sinais reais.

Do conhecimento prévio que temos, esses sinais serao senos ou

COSENOS, pois )
cos(0) = E(efe re )

sin(0) = zij(efe - e‘fe)



x(t) = i a e’

k=—0

Para se conhecer na integra a representacao de um sinal em série
de Fourier, ha apenas que determinar duas coisas:

- a primeira € a frequéncia fundamental ® do sinal:

- a segunda sao os coeficientes a, que pesam cada exponencial
complexa da soma:

o0

x(0)= T@P

k=-o0



x(t) = i a e’

k=—0

O valor de @ retira-se imediatamente por inspeccao, quer o sinal
seja dado na sua forma analitica quer seja dado de forma grafica.

Por exemplo, o sinal
X (t)=cos(2nt)+3cos(4nt+10)+12cos (6nt-20)+5cos (9rt+50)

tem como frequéncia fundamental .

AR
VY

tem uma frequéncia angular dada por o = ? < o=21

O sinal:




x(t) = i a, e’

k =—0

Ja a determinagdo dos coeficientes espectrais a, passa por um
processo nao tao simples.

Note-se que por cada exponencial complexa que estamos a
considerar, de frequéncia multipla da frequéncia fundamental,
teremos um coeficiente espectral a, associado.

Considere-se o0 exemplo do coseno:

cos (wy,t)

A frequéncia fundamental retira-se de imediato:
® = M,



Para determinar os coeficientes espectrais sera necessario
iInterpretar o coseno como uma soma de exponenciais complexas:

cos (wyt) = %(ej"’ot + )

De onde se retira que:

1, . . 1 . 1 . . .
- Jot —]oaot) _ = Jopt = A Jogt _ Jl-ogt ]( 1) oot
2(e +e Sel e ae’’™ +a e

Quando o numero de exponenciais complexas que constituem o
sinal €& reduzido, €& possivel enumerar estes coeficientes
espectrais. No entanto, para sinais menos simples o numero de
coeficientes a, pode ser infinito.

Torna-se necessario determinar uma expressiao para O0S
coeficientes a, em vez de os enumerar.
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Nos exemplos anteriores vimos como sintetizar sinais periodicos a

partir

espectrais a partir de um dado sinal.

de sinais elementares (sinusodides ou
complexas). A seguir analisamos como determinar os coeficientes

exponenciais




Um sinal periddico pode ser representado na forma:

x(t) = i ae’

k=—o
Recorre-se agora a um artificio matematico cuja aplicagao ficara
mais clara posteriormente — multiplicar ambos os membros por e 7"

X(t) e—jn(,l)ot — Z akejk(oote—jnmot
k=-o0
Integrando ambos os membros da expressao ao longo de um
periodo (de 0 até T por exemplo):

T © .
[x(t)e ™ dt =[ > ae’“™dt
0

ot—-

Q0

K=—
Trocando a ordem do somatorio e do integral:

x(t)e™ddt = Y [ae’ ™ dt

k=-

ot—



o T
x(t)e "'dt = Y f a e’ "ot gt

k=-0

ot—

Os coeficientes a, sdo constantes pelo que podem sair da
integracao:

T 0 r
[x(t)e ™ dt = Y a e’ "™ dt
0 k=—0 0

A exponencial complexa dentro do integral do 2° membro pode ser
convertida, usando as relacoes de Euler, para:

T 0 T
[x(t)e"™dt = 3 a,[cos((k —n)agt)+ jsin((k —n)w,t)dt
o =N /

—~
E importante analisar a funcdo integranda obtida na busca de

simplificacao.



x(t)eT™dt = Y a,

k =—o0

cos((k —n)wet) + jsin((k —n)o,t)dt

o t—
o t—

cos((k — n)wet) + jsin((k — n)wyt)

Para k#n, quer a funcdo cos quer a funcao sin sao funcodes
periddicas de frequéncia (k-n)w,. O periodo delas sera portanto:

(D_E@T,_Zn_ 2T T
T o _(k—n)a)o _(k—n)

ou seja, no intervalo de 0 até T cabe um numero inteiro de
periodos das funcoes cos e sin.



o0

x(t)e"'dt = akicos((k —n)ayt)+ jsin((k —n)o,t)dt

ot—

sin((k — n) oyt)

T=(k-mT'

cos ((k — n) wyt

Ao integrarmos um seno Ou um coseno um numero inteiro de
periodos, o resultado € nulo. A ‘area positiva’ por baixo dos sinais

iguala a ‘area negativa’, pelo que o calculo do integral resulta em
Zero.



Conclu;-se entao que para k#n o integral do 2° membro anula-se
[ x(t)emodt = akjcos (k= n)ogt) + jsin((k - n)oyt)dt <
0

=—00

_[ x(t)e'dt =0

0 que nao permite obter um expressao para os coeficientes a,.
Para K=n, a expressao

jx Je "t dt =
0

OO

O'—;\I

((k —=n)ogt)+ jsin((k —n)oyt)dt <

converte-se em:
T T
[ x(t)e™'dt = a,[cos((n—n)wyt)+ jsin((n—n)ogt)dt <

0 0
Todas as parcelas do somatorio sao nulas excepto aquela para a
qual k=n.

ot—

]
x (t)e"™dt = a,[ cos(0) + jsin(0)dt <
0



.
x (t)e"dt = a,[ cos(0) + jsin(0)dt <
0

ot—-

;
x(t)e "™ dt = a,[1dt <
0

Oot—

x(t)e"™'dt = a,T <

Ot—

10 -
a, =—[x(t)e " dt
T 0

Dado que o sinal x(t) € periodico de periodo T e que para a
exponencial complexa da funcao integranda o periodo T € um
multiplo inteiro do seu periodo, a integracao nao necessita ser feita
especificamente no intervalo de 0 a T, mas podera ser feita em
qualquer intervalo de duracao T.

1 ko
a, = ?ITx(t)e Thoot it



Entdo se x(t) € um sinal peridodico, ele tera uma representacao em
série de Fourier na forma:

x(t) = i ae’

K=—0
onde os coeficientes da série sao dados por:

1 ko
a, = ?ij(t)e oo git

A primeira equacao € designada por equacao de sintese.
A segunda equacao é designada por equacao de analise.

Os coeficientes a, sdo designados por coeficientes espectrais.



Para os dois sinais seguintes, determine a representacao em seérie
de Fourier.

Exemplo 1: x()=14+ %cos(27zt) +cos(47) + %cos(Sm)

x(¢]

\l\[\ e
Exemplo 2:

27 —T T 27 3
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Consideremos agora que se

Fourier do sinal:

pretende determinar a seérie de

xl(t)

\

»
|

2

T 2% 3%

Note-se que este sinal se relaciona de alguma forma com o sinal

—7T
seguinte: x(t)

\
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v
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T
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O sinal x,(t) pode ser obtido a partir de x(t) através de

transformacdes na variavel i
escalonamento temporal, multi

ndependente (translacido temporal,
plicacdo por um factor constante).

Sera entédo necessario aplicar de novo a equagao de analise a x,(t)
para determinar a sua seérie de Fourier ou sera possivel obté-la a
partir da série de Fourier de x(t) ja calculada?



Os aspectos fundamentais da série de Fourier sao o seu periodo
fundamental (ou frequéncia fundamental w,) e o0s seus
coeficientes espectrais a,.

As propriedades a estudar enunciam o0 que sucede a
representacao em serie de Fourier quando se altera o sinal
original.

As propriedades que vamos estudar sao:

- linearidade;

- deslocamento temporal,;
- inversao temporal,

- escalonamento temporal,



E uatil introduzir a seguinte notagéo:

sendo x(t) um sinal peridédico cuja representacao em série de
Fourier € dada por:

x(t) = ki ae’

a mesma informacgao sera dada indicando apenas:

SF
x(t) - a0



Linearidade

Sendo x(t) e r(t) sinais peridodicos com 0 mesmo periodo:

SF
x(t) - a0

SF
r(t) - b

A combinacao linear destes dois sinais resultara em:

SF

z(t)= Ax(t)+Br(t) — ¢, =Aa, +Bb, o,

A frequéncia fundamental do sinal resultante da soma € a mesma,
e os coeficientes espectrais sao dados pela soma pesada dos
coeficientes de cada sinal.



Demonstracao da propriedade da linearidade da série de Fourier.

SF
z(t)= Ax(t)+Br(t) — ¢, =Aa +Bb, o,

Os coeficientes espectrais do sinal z(t) serdo dados pela equacao

de analise: . —lj 2 (t)e it
-
T Ef) = Ax (t) + Br(t)
C, = = [ [Ax(£) + Br(t)]ewdt

C, = A% | x(t)eodt + B%:Tr(t)ejk‘”otdt S

_/ — _/
v Y

a, b,
c, = Aa, + Bb,
A soma de dois sinais com o mesmo periodo resulta naturalmente
num sinal do mesmo periodo e frequéncia, neste caso o, .




Para demonstrar na pratica esta propriedade, comecemos por
considerar os coeficientes espectrais de dois sinais:

Magnitudes Magnitudes

L .’.'.."..'......"...'....' '...........T"'........"'...

Phases Fhases
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Se multiplicarmos os coeficientes de cada um destes sinais por um
dado factor, naturalmente obteremos novos sinais. Vamos assumir
que multiplicamos os coeficientes do primeiro sinal por 2 e os
coeficientes do segundo por 3.



Os coeficientes que se obtém sao ilustrados a seguir, tais como os
novos sinais.

mMagnitudes

mMagnitudes

'T"I'I.""""IIII""""II

LA A B A b & b 0 b b e b b b B o B b a b a ol ap

Phaszes Phaszes

LA S A B B 8 o S e n s s s AR RS SRS s LA S A B B 8 o S e n s s s AR RS SRS s

A intencao agora sera ilustrar o que acontece se somarmos estes
novos coeficientes de um e de outro sinal.



O sinal obtido por soma dos coeficientes pesados de cada sinal &
o ilustrado a sequir:

mMagnitudes

.T.'.'.'....[..'..............

Fhases

LA S & 5 8 5 8 8 8 8 o n s s s s S R a s R s sl

O proximo slide sumaria os passos dados na demonstracao da
propriedade da linearidade da série de Fourier.



Br(t) — Bb,, o,

SF

z(t) = Ax(t)+Br(t) — ¢, =Aa, +Bb, v,



Deslocamento temporal

Se tivermos um sinal x(t) periddico representavel em série de

Fourier:
SF

X(t) - a0
Um sinal z(t) que se relaciona com x(t) através de
z(t) =x(t-t,)
tera uma representacao em série de Fourier:

SF :
z(t) > ¢ =eg  , o



Demonstracao da propriedade do deslocamento temporal da série
de Fourier.

Dado que queremos determinar a representacao em seérie de
Fourier de um sinal z(t) teremos de recorrer a equacao de analise
para determinar os seus coeficientes espectrais:

C, = lez(t)e‘jkwotdt =
7 2(t) = x (£~ t,)
= j Je el dt <

t—t,

Realizando uma mudanca de variavel: =

— _j _]k(t)o ‘E-I-to)dr <:>

s 1 ko
Ck = e Tkeoto ?J‘TX(’C)e Tkeo dT =



¢, =e o [ x(r)e " dr o

— /)
~

dy

c, = e’™hg,

Quando um sinal x(t) sofre um deslocamento, o periodo desse
sinal € preservado, pelo que ® sera ainda a frequéncia do novo
sinal obtido.

Demonstrou-se entao que:

SF :
z(t) > ¢ =e’g  , o



Para demonstrar na pratica esta propriedade, comecemos por
considerar os coeficientes espectrais do seguinte sinal:

mMagnitudes

.ITIT..........'..............

Fhases

LA S & 5 8 5 8 8 8 8 o n s s s s S R a s R s sl

Este sinal tem quatro componentes espectrais nao nulas cada uma
delas com uma fase nula.



Verifiguemos o que acontece caso se introduza um desfasamento
para cada componente de valor —kwyt,. Neste caso fez-se wyt, = %

Magnitudes Magnitudes

.ITIT.'....'.."..'....."'... .ITIT"........."'..'....'."

Fhases FPhases

LA S A R A & 8 o 0 8 o a s h B s s b n s s .¢lll"..'....'""..'......"

x(6) z(t) = x (t - t,) z(t)

SF :
z(t) > ¢ =e’g , o

Devido aos desfasamentos provocados em cada componente, o
sinal total sofreu um deslocamento temporal.



Inversao temporal

Se tivermos um sinal x(t) periddico representavel em série de

Fourier:
SF

X (t)—>a,, o

Um sinal z(t) que se relaciona com x(t) através de
z(t) = x(-t)

tera uma representacao em série de Fourier:

SF
z(t) > c¢=a, , o

ou seja, ha uma inversao na ordem dos coeficientes espectrais.



Demonstracao da propriedade da inversao temporal da série de
Fourier.

Dado que queremos determinar a representacao em seérie de
Fourier de um sinal z(t) teremos de recorrer a equacao de analise
para determinar os seus coeficientes espectrais:

1 .
c, == | z(t)e7*'dt &
k .[T ( ) > 2(t) = X(—t‘)
= —j e ldt <

Realizando uma mudanca de variavel: t©= -t

C, =%J‘TX(’C Treol g o

1 Yoot
Ck:?ITX(T)e “dr



C, = %ITx(r)ej“)‘”OTdr &

1 ik
a, = ?jrx(t)e Tkoot o

Cp =3a

Numa inversao temporal o periodo mantém-se inalterado, pelo que
a frequéncia do sinal invertido sera ainda o, .

Conclui-se entao que para:

z(t) = x(-t)

Se obtém uma representacdo em série de Fourier a partir dos
coeficientes espectrais de x(t) na forma:

SF
Z(t) —> C,=a, , g



O sinal a segquir ilustrado representa uma vogal no dominio do
tempo e da frequéncia.

No sinal seguinte, trocamos os coeficientes de ordem positiva
pelos de ordem negativa. O sinal original € ilustrado a azul.



Escalonamento temporal

Se tivermos um sinal x(t) periddico representavel em série de
Fourier:

x(t) > a , o
Um sinal z(t) que se relaciona com x(t) atraves de

z(t) = x(at) onde a é real

tera uma representacao em série de Fourier:

SF
Z(t)—>Ck=ak N RX O



Demonstracao da propriedade do escalonamento temporal da
série de Fouirier.

A operacao de escalonamento temporal altera o periodo de um
sinal.
Se x(t) € um sinal periédico de periodo T e frequéncia
fundamental: 27
Wy = —
T
Entao o sinal x(at) tera periodo T’=T/a e a frequéncia passara a ser

dada por:
.2

Wy =

= o,

n_2n_a2n
I_T - e
A T

Os coeficientes da série de Fourier mantém-se inalterados pois o0s

pesos das componentes harmonicas sao os mesmos, pelo que:
SF
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Escalonamento temporal por um
factor de 2.

ej2t+e—j2t+§ej4t+§e—j4t
Y 2 2
a, a_, e -

dy d_

Apos o escalonamento temporal,
os coeficientes a, mantém-se
inalterados. Apenas a frequéncia
fundamental se modificou para
metade.



Foi visto como € possivel determinar uma representacao espectral
de sinais periodicos.

E interessante notar que também sinais nao periddicos podem
ser representados como somas de exponenciais complexas, ou de
outra forma, como somas de sinusoides.

Neste caso, no entanto, nao existe uma relagcado harmonica entre
essas exponenciais.

Nao havendo uma relacdo harmonica (as exponenciais complexas
peridodicas deixam de ter periodos multiplos de um fundamental),
deixa de fazer sentido a série de Fourier.

Passa entao a falar-se de Transformada de Fourier.

A deducado da expressao da Transformada de Fourier pode no
entanto ser obtida a partir da série de Fourier.
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O grafico seguinte ilustra o que acontece quando se somam

sinusoides de frequéncias que nao se relacionam harmonicamente
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cos(t+12)+1.2cos(7.1t+3)+2cos(3.6t+5)+3cos(9.3t+8)
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E possivel
representados como somas de sinusoides sem relagcao harmonica.
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Um sinal aperiddico de duracao finita pode ser visto como um sinal
periodico cujo periodo foi tornado infinito.
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Ha um periodo de x(t) ao longo do qual este sinal é igual ao sinal x (t)

A medida que T aumenta, x(t) torna-se idéntico a x(t) num
intervalo maior.
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Pretende-se obter uma expressao de x( ) que fac:llmente permlta

determinar uma expressé&o para x (t) , fazendo T-> .
Dado que o sinal X (t) é periodico, ele verifica as equacdes de
sintese e de analise de Fourier, ou seja:

X (t) = /ﬁ: ae’

1, " _ike
a, = ?Lx(t)e Tkoot it

Dada a relagdo entre os sinais x(t) e x(t) a segunda equagao
pode ser escrita como:

1 ko
a, = 7_[Tx(t)e Theot it
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1 —Jko,
a, =?ij(t)e Tt it

a, = % [ x(t)e " dt <

—00

Definindo, para simplificacado da notac3o:

X () = ix(t)e‘j@tdt

Obtém-se:

1
ak = ?X(k(x)o)
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1
ak = ?X(k(x)o)

Substituindo este resultado em ;(t) _ i a e’ o
K=—0
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x(t) =2 3 X (koy)e™™ta,
21 =

A medida que o periodo T -« , X(t) aproxima o sinal x(t) e

consequentemente, no limite, a equagao anterior torna-se uma

representagéo ndo sé de x(t) como tambémde X(t).
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x(t) =

Z X (ka)o)ejk‘”ot

275 Kk =—o0
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A medida que o periodo T — o« , X(t) aproxima o sinal x(t) e
consequentemente, no limite, a equagao anterior torna-se uma
representacdo ndo s6 de x(t) como também de x(t).

Como o periodo foi tornado infinito, os elementos da expressao
anterior sofrem varias alteracoes:
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K =—o0
Pelo que x(t) sera dado por:  x(t) == j X (w)e’ dw



Conclui-se entao que:
1 7 :
=— [ X(w)e’™
X(t’) > (co)e dow

—Qo0

Esta expressao mostra como um sinal nao periodico pode ser
representado como uma soma de exponenciais complexas.

A expressao X(w) surgiu de uma atribuicdo feita durante a
deducao da transformada de Fourier € € dada por:

X () = zx(t)e‘j‘”tdt

A primeira expressao recebe a designacao de Tranformada
Inversa de Fourier.
A segunda expressao recebe a designacido de Tranformada
(Directa) de Fourier.



Série de Fourier
Sinal x(t) periodico
x(t) = i a e’
k=—x

Soma de exponenciais de relacdo

harmonica:
ejk(l)ol‘.'

Cada exponencial complexa tem
um peso:

di

O espectro, peso de cada
frequéncia que constitui o sinal, é
dado por:

1 ko
a, = ?Lx(t)e Tt it

Transformada de Fourier
Sinal x(t) aperiddico
1 R ot
x(t) =2—n_joox(oa)ef do

Soma de exponenciais sem
relacido harmonica:

ejoat

Cada exponencial complexa tem
um peso:

2n
O espectro, peso de cada

frequéncia que constitui o sinal, é
dado por:

X () = on(t)e‘f"’tdt

X(oa) do



E possivel verificar os conceitos de transformada de Fourier para
sinais aperiodicos (e também periodicos como é aproximadamente
um assobio) recorrendo a software de determinacao do espectro de
sinais adquiridos pela placa de som de um PC.

. TFD Scope - Realtek AC97 Audio
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Sample Rate - 44100 Hz
Displayed Samples - 441




Conceitos comuns de audio como é o da equalizacao estao
intimamente relacionados com esta teoria.
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A transformada de Fourier ndo é exclusivamente determinavel
para sinais aperiodicos.

A transformada de Fourier de um sinal periddico € também
determinavel, e pode ser extraida da sua representacido em série
de Fourier.

A transformada resultante consiste num pente de impulsos no
dominio da frequéncia, localizados nas frequéncias
harmoénicas da fundamental, impulsos esses com uma area
proporcional aos respectivos impulsos espectrais.

1 X(w)

0 F
jk(x)ot
Y ae — w
K=—ow

Sinal periédico no tempo> < Transformada de um sinal
periodico




Verifiquemos entao que cada impulso no dominio da frequéncia é
obtido por transformacdo de uma exponencial complexa no
dominio do tempo.

Vamos demonstra-lo recorrendo a transformada inversa de
Fourier.

Sendo entdo, X(w) um impulso localizado na frequéncia em w,, a
sua representagao sera:

X(0)=38(o-0)
O sinal que no dominio do tempo gera este impulso € determinado
por: »

X(0)= 5, [ X(o)erdo o X(o
X(t):ziRJS(w—wo)ejwtde (LO >

X(t)==— j (- ay)e’™do <
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x (t) ZZ—RLS(m—mO)ejmotda)@
I
X (t) :2_7teJ Ot_[OS(m—mo)d(o@
_i Joot
x(t)—zne

O que significa que:
1 F
2_7-ceJ of —> 8(@ — (DO)

ou de outra forma:
ot F
e’ -  2nd(0-w,)

como queriamos demonstrar.
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Esta expressao indica que uma exponencial complexa (no tempo)
com uma determinada frequéncia, tem como transformada de
Fourier um impulso (na frequéncia) localizado nessa mesma
frequéncia.

Entao se considerarmos a série de Fourier de um sinal periédico,
gque nao € mais do que interpretar o sinal como a soma de
exponenciais complexas cada uma com uma dada frequéncia
harmonica, a sua transformada sera:

i a e’ o 5 i a,2nd (o — Koy)
k =—0

k=-o0

A transformada de Fourier de um sinal periodico € um pente de
impulsos localizados nas frequéncias harmoénicas, cada um deles
com um peso igual ao produto do respectivo coeficiente espectral
por 2.



Se tivermos um sinal periodico cujos coeficientes espectrais sejam
os ilustrados a seguir. ‘a,
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Determina-se imediatamente a transformada de Fourier como
sendo:

A X(w)
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Considere-se calculada a transformada de Fourier do seguinte

sinal:

x(¢)

H

v

Obtida através da expressao:

o0

X(0)= [ x(t)e’ dt

—00

Se pretendermos determinar

as

transformadas dos sinais

seguintes, sera necessario aplicar de novo esta expressao?
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E nestas situacdes que se torna util considerar as propriedades da

transformada de Fourier.



Linearidade:
Se:

Entao:



Escalonamento temporal:
Se: F

Entao:
F 1 ®
x(at) - SX|—=
4 \a
A compressao temporal de um sinal resulta numa expansao

espectral e a expansao temporal resulta numa compressao
espectral.

Este resultado € intuitivo pois se um sinal € comprimido no tempo,
as frequéncias que o constituem tornam-se maiores. Assim, o0 seu

espectro alarga-se de forma a conter essas frequéncias mais
elevadas.



Deslocamento temporal:
Se:

Entao:

X(t-t,) 5 X () e/

Uma das consequéncias desta propriedade € que o deslocamento
no tempo nao altera a amplitude da sua transformada de Fourier.

O deslocamento de um sinal no tempo reflecte-se apenas na
mudanca de fase da sua transformada.



Deslocamento espectral:

Se:

Entao:



Consequéncias da propriedade do deslocamento espectral:
. F
x(t)e’™ o X(o-op)

Esta propriedade indica que se multiplicarmos um sinal por uma
exponencial e’*®" | o0 seu espectro se desloca ®, na frequéncia.

Dado que e’™ ndo é uma funcado real, ou seja, ndo pode ser
gerada, o deslocamento na frequéncia é vulgarmente conseguido
pela multiplicacao de x(t) por um coseno:

x(t)cos(a)0 ) =
(t)= (e”“ot eJ‘”Ot):
(x(t

X t)e’ + x(t)e‘j“)ot)

N|—= X



X (t)cos(wyt) = %(X(t)ejmot + X(t)e_mt)

Ja vimos que: x(t)ef“)ot <i> X(0—ay)

pelo que: |
x(£)e™" o X(o+ o)
entao:
F

%(X(t)ejmot_l_X(t)eJ'(—@o)t) PN %[X((D—COO)‘FX((D"'@O)]

X (t)cos(wyt) <i> %[X((D_(”o) + X (0+ “)0)}

O que demonstra que a multiplicagao de um sinal no tempo por um
coseno de frequéncia w, desloca o espectro X(w) para w, € —w,.



A multiplicacado de um sinal por uma sinusdide no tempo

(modulacao) tem naturalmente um efeito na representacao do sinal
em frequéncia. 1X (o)

x(t) o X(o) /\ ‘

x(E)cos(ogt) > Z[X(0-0g)+ X (0+ 0]

A

E>
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| | >
Aplicagbes da modulagao: —0 ®g ®

Frequency division multiplexing (sinais transmitidos pelo mesmo canal); Antenas

de dimensao da ordem do comprimento de onda do sinal; amplificacdo de sinais

de baixa frequéncia (que necessitariam de condensadores de elevada
capacidade).




X ()

x(t) o X (o) / \

X, (0)
() O X (o) /LJ\ |
I X, (0)+ X, (o)
x ()4 x(t) o X (0)+X,(o) /

Depois da soma, ndo €& possivel voltar a extrair cada sinal
separadamente.



Recorrendo a modulac3o:

x(t) © X, (o) /

% (E)cos(of) o Z[X(0-0)+ X (0+0,)]
. A‘X2 ()
X () o X (o) ﬂj\

n
N | —

AN i

[XZ (0—,)+ X, (0+ 0)2)]

A




X, (t)cos(mt) + X, (t)cos(w,t)

F
g

v

A
M /\_/I\/\ >
| | >
_O‘)Z (Dz
A
/\_/i\/\ I I /\_/I\/\ R

Dado que os sinais se encontram separados no dominio da

frequéncia, € possivel extrai-los separadamente usando filtragem.
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Por desmodulacgao € possivel recuperar os sinais originais.
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Modulacao
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No dominio do tempo, a multiplicacdo de um coseno cos(w,t) por
X(t) faz com que modulemos com os valores de x(t) a sinusoide
cos(w,t):

A A

x(t) X(t)cos(wpt)
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O fendmeno descrito designa-se por modulacao.

A sinusoide cos(w,t) chama-se portadora.
O sinal x(t) € o sinal modulador.

O sinal x(t)cos(w,t) € o sinal modulado.



Diferenciacao e integracao:
Se: F

Entao:
d);g_t) i) ij((o)
ix(r)dr 5 X (o) =X (0)5(0)

Esta € uma propriedade extremamente importante na medida em
que se substitui uma diferenciacdo por uma multiplicagao no
dominio da frequéncia, e uma integracao por uma divisao e uma
soma no dominio da frequéncia.



Convolucao:

Esta propriedade € extremamente importante pois mostra que a
operacao de convolucao no tempo pode ser substituida por
uma simples multiplicacao no dominio da frequéncia.



Demonstracao da propriedade da convolucgao:

+00

y(t) = I X(r)h(t—r)dt

T=—00

Pretendemos determinar Y(w) que é dado por:

+00

Y (0) = j y (t)e™*dt

t=—0

v(o)= | [:fwx(r)h(t _ T)dtj e dt <

Mudando a
ordem de

Y(0)= f[fX(r)h(t—r)ef“tdt g ./ MEGTAGA0

=—00

Y (o) j [j h(t - t)e tdt |dt <



+00

v(o)= | x(«:)[tih(t _ r)ej“)tdt] dr o

T=—00 =
—

™ Pela propriedade do
H(w)e”™" deslocamento no tempo

Y (o) = ;fwx(r)H(@) eI dr o

V(0)=H(o) | x(1)e"dr o

Y(0)=H(o)X (o)
Portanto, como se pretendia demonstrar:
Y(E)=x(E)*h(E) o ¥(o)=X(0)H(o)



As exponenciais complexas discretas sao funcdes proprias de
sistemas LIT (lineares e invariantes no tempo), ou seja:

Supondo que um sistema LIT com resposta a impulso h[k] tem
como sinal de entrada:

k ,
x| k]=2" onde z é um complexo

x[k]=2Z" em)fsisemal)™ y[k]= h[Kk]* x[K]
A saida do sistema pode ser determinada pela convolucao
discreta: Y[k = hKT* x[K] <

y[k]= 3 Alm]x[k - m]e

m=—oo

y[k]='Y h[m]Z"™ o

m=—oo

y[k]=2* 3 h[m]z "




y[k]= zkmﬁw h[m]z™"

Esta expressao mostra que se a entrada € uma exponencial
complexa dada por

x| k]=2z"

Entao a saida do sistema sera dada por
ylk|=H(z)z"

onde

H(z) = i hlml|z™"

Aqui H(z) é o valor proprio associado a funcao prépria zX.



Aplicando a propriedade da linearidade dos sistemas discretos, se

x[K]= 7" o) (R v (K] = H(2) 2

Entao, se a entrada de um sistema discreto for representada como
a combinacao linear de exponenciais complexas, a resposta do
sistema sera imediatamente dada por:

+00
B K +00
x(k]= 2 a,z, ) {SEemal) ™y [k]= > a,H
T
Por outras palavras, a saida pode ser também representada como
uma combinacao linear das mesmas exponenciais complexas mas

com um peso &,H(z,).



x[k]=z*

mTTTT??m = = (—_—

5. y|k]=H(z)z"

Tttt

k




x,[K] =z ! v:[k]=H(z)z

NNTT?H”Q ; B HTTM»,.%

kK k
_ Sk > = H(z,)zX
+ X, k] = z; ‘-‘ IT v2k]=H(z,)z
[t000eccccs . (722290008 :
k kK
x[k]=z{ +z; o y[k]=H(z)z  +H(z,)z}
) o
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Verifica-se assim ser util a representacao de um sinal discreto
enquanto soma de exponenciais discretas.

x| k|= i a z

N=—w

Um conjunto de exponenciais de particular interesse, tal como para
0s sistemas continuos, sdo as exponenciais complexas.

_ o
z =el™o

Daqui resulta que a representacao do sinal discreto assume agora
o formato: $o0

x[k]= > a, (ej”QO )k

n=-ow

x[k] = i a e’

n=-o



A série de Fourier discreta indica que um sinal discreto periédico
pode ser obtido por soma de exponenciais complexas cada uma

com um dado peso: foo |
x[k]= > aeZx

n=-oo

onde Q, é a frequéncia angular e ag exponenciais e"* tém
frequéncias multiplas de Q, ou/ seja, sdo harmonicamente
relacionadas.

Se designarmos por N o periodo de um sinal discreto periddico,
entao a frequéncia angular sera dada por:
o, - 2

N

Os coeficientes a,, sdo designados por coeficientes espectrais da
série de Fourier discreta.



x[k]= 3 aer

Nn=-—o0

Uma diferenca importante entre o caso continuo e o caso discreto
da seérie de Fourier, € que no caso continuo, todas as exponenciais
complexas de frequéncias multiplas da fundamental sdo diferentes.

Para o caso discreto, exponenciais que difram na frequéncia de
um valor multiplo de 21T, sdo na realidade a mesma exponencial.

iNnQ0A .
— eJ 0°-0"<
n:no
er—znk

i(nNg +rN)Qpk iNaQnk ~ jrNQak ingQk iNg QoK ~ j2rrk
eJ(O )OzeJOOeJ OzeJO e N :eJOOeJ7T _

eanOk

eanOk
n=ng+rN



Consideremos a familia de exponenciais harmonicamente
relacionadas, de frequéncia fundamental 1/4, ou seja, periodo
fundamental 8: .

g4
ImT
]Ek lﬁj
e 4 ......... 2o
K=3 B
T T K3 < K=9
ZZk _]Ek K=4
= — = K=0
n=2 e e o g
y K=2 K=8 Re
Q _ ®.. jl=k j(1+8)—k
}éZE ........ G.K: ﬁI; e 4 — e 4
n k=3
Jj9—-k -
n=9 e 4

. J J ~ .
Claramente as exponenciais € * e e 2 sao diferentes.

: , 9 Xk
Vejamos o0 que acontece para a exponencial e 4 (n=9=1+8).



Sendo:
ejnoon — ej(n0+N)Q0k

Conclui-se que apenas existe um conjunto de N exponenciais
discretas diferentes harmonicamente relacionadas.

Assim, a representacao de um sinal discreto pela sua série de
Fourier, nao necessita contemplar uma soma infinita de
exponenciais pois apenas N delas sao diferentes.

A expressao o0 |
x[k]= > ae’™
N=-—0o0

assume portanto a forma:
x[k]= > ae™

n=<N>

O que indica que apenas temos de efectuar a soma para N
guaisquer valores inteiros consecutivos de n.



A série de Fourier de um sinal discreto € entao dada por:

x[k]= > aeo

n=<N>

Os coeficientes a, podem ser determinados a partir de uma
expressao cuja deducao € semelhante ao caso continuo. Essa
expressao é:

1

a, =—
N k=<N>

x [k]e o

A primeira expressao recebe a designacao de equacao de
sintese.

A segunda expressao recebe a designacao de equacao de
analise.



Usando uma analise paralela a efectuada para sinais continuos,
pode ser determinada uma representacao na frequéncia de sinais
aperiodicos. Esta representacao recebe a designacao de
Transformada de Fourier.

A expressao da transformada de Fourier de um sinal ndo € mais
do que interpreta-lo como sendo obtido por soma de exponenciais
complexas sem uma relacao harmonica entre elas, cada uma
com um dado peso X(Q): .

x[k]=== | x(Q)e™da
Q=—00

Notando que as exponenciais complexas discretas se repetem ao
fim de um periodo de 27, e que a transformada também tem essa
periodicidade, esta expressao assume a forma simplificada de:

1 |
x[k]= o X (Q)e’*da



Transformada de Fourier:

1 |
x[k]= o X (Q)e’™dO

O peso X(Q)) de cada exponencial complexa na construgcao do sinal
X[k] é dado pela expressao:

X(Q)= Y x[k]e ™
k=—o0
A primeira expressio recebe a designacao de Transformada

Inversa de Fourier.

A segunda expressao recebe a designacido de Transformada
(Directa) de Fourier.



Foi ja visto que a transformada de Fourier de um sinal periodico
continuo nao era mais do que impulsos localizados nas
frequéncias harménicas da fundamental, com um peso
proporcional aos coeficientes espectrais da sua série de Fourier.

X(t) = kﬁ: ae’ i) X (o) = i 3,273 (o — ko)

k =—o0

Para sinais discretos o resultado € em tudo semelhante a este:
Sendo x[k] um sinal periédico com representacao em seérie de

Fourier: x[K]= Y g€

n=<N>
A sua transformada de Fourier sera dada por:

X(Q)= 3 a,215(Q - nQ,)



Sinais continuos:

Sinais discretos:

Série de Fourier:

x(t) = i a,e’

k=-o0

Coeficiente
1 ko
a, = ?jrx(t)e Tkoot of
Transformada

x(t)

Zin_[OX(co)eJ“)tdoo
Transformad
X (0) = [ x(t)edt
Transformada de Four
x(t) = i ae’

K=o
VF oo
X(0)= > a2nd(o- ko)

k=—x

x[k]= > aeo
S espectrais: B
9, =5 T x[kle”

k=<N>
iInversa de Fourier:

1 )
x| k|= > 2TEX(Q)eJdeQ

a de Fourier: y
X(Q) = Z x[k]e‘jgk

k=—0
ier de sinais periodicos:

x[k]= > ael"

n=<N>
VF

400

X(Q) = Z a,2md (Q — nQ, )






