Sinais definidos em instantes discretos do tempo t, t, t,, ..., ...
sao sinais de tempo-discreto, denotados pelos simbolos f(t,),
x(t,), y(t,)... (sendo k um inteiro).
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Assume-se que o0s intervalos de tempo discretos sao
uniformemente espacados, ou seja, f,,, —t, = T para todo o k.
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Com espacamento uniforme entre os instantes em que ocorre o
sinal, o sinal pode ser denotado por x(kT).

A notacao pode ainda ser mais simplificada fazendo x/k], onde fica
implicito que x[k]=x(kT) e que k € um inteiro.
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Um sistema discreto tem um sinal discreto como entrada e gera na
sua saida um novo sinal discreto.



Defina como um sistema discreto um modelo simples de
balanco numa conta bancaria de més para meés.

Denote por y[k] o saldo no fim do k-ésimo més, por Xx[k] o
depdsito liquido (depdsitos menos levantamentos) durante o k-
€simo més e assuma uma taxa de juro mensal de 1%.



O resultado sera:  y[k]-1.01y[k —1] = x[K]

Transformando a equacio do sistema para um formato genérico:
ylk]-aylk —1] = bx[Kk]

Vé-se entdo que podemos caracterizar um sistema discreto por
uma equacao na forma mais genérica de:

Say[k-n]=Y bx[k-n]
n=0 n=0
ondea, e b, sdo constantes conhecidas

Esta equacao recebe o nome de equacao as diferencas. Este
nome surge devido ao modo como a descricao de um sistema
discreto assume a forma de diferencas entre os valores dos
sinais em diferentes instantes.



Expandindo a expressao, obtém-se:

ylkl+a, ylk -1]+...+aylk —n+1]+a,ylk —n] =
b x[k]+ b, . x[k -1]+...+ bx[k —n+ 1]+ byx[k — n]

O primeiro membro da equacao consiste da saida em instantes k,
k-1, k-2, ..., k-n, etc. O segundo membro consiste na entrada em
instantes k, k-1, k-2, ..., k-n, etc.

Cada valor de saida e cada valor de entrada € pesado com um
coeficiente.



Uma equacéo as diferencas pode ser escrita em dois formatos: o
primeiro usa termos de atraso como y[k-1], x[k-1], x[k-2],..., etc; o
segundo usa termos em avanc¢o como y[k+1], y[k+3],...,etc.

A equacao seguinte esta escrita em operador avancgo:

ylk +n]+a _,ylk +n-1]+...+ a,ylk + 1]+ a,y[k] =
b x[k + n]+ b, x[k + n—1]+...+ b x[k + 1] + b, x[k]

A mesma equacao € representada em operador atraso como:

ylkl+a, ,ylk -1]+...+aylk -n+1]+a,ylk — n] =
b x[k]+ b, _,x[k -1]+...+ bx[k —n+ 1]+ b,x[k — n]



ylkl+a, ,ylk -1]+...+aylk —n+1]+a,ylk —n] =
b x[k]1+ b, x[k —=1]+...+ bx[k —n + 1]+ b,x[k — n]
A equacao anterior pode ser expressa como:

ylkl=-a, ,ylk -1]-a ,ylk -2]-...—aylk -n+1]-a,y[k — n]
+b x[k]+ b, x[k —1]+...+ bx[k —n+1]+ bx[k — n]

Esta equacao mostra que y[k], a saida no instante k, € obtida a
partir de 2n+1 elementos de informacdo. Estes sao os n
passados valores da saida: y[k-1], y[k-2],...y[k-n] e O presente
e passados n valores da entrada: x[k], x[k-1], x[k-2], ...,x[k-n].
Conhecendo as condigdes iniciais e a entrada x[k], podemos
calcular de forma iterativa a resposta y[0], y[1], y[2],etc.

Este método basicamente reflecte a forma como um
computador resolveria uma equacao as diferencas,
conhecendo a entrada e as condicdes iniciais.



Resolva iterativamente
y[k] - 0.5y[k —1] = x[Kk]

com as condicoes iniciais y[-1]=16 e a entrada x[k]=k?u[k].

Esta equacao pode ser expressa na forma:
y[k] = 0.5y[k — 1]+ x[k]

Onde se coloca em evidéncia o facto de a saida num dado
instante depender da saida nos instantes anteriores e da
entrada nesse mesmo instante e nos anteriores.

Se fizermos k=0 nesta equacao, obtém-se
y[0] = 0.5y[-1] + x[O]
=0.5:16 +0 =8



y[k]=0.5y[k — 1]+ x[k]
Fazendo k=1 e utilizando o valor de y[0]=8 (calculado na primeira
iteracao):
y[1] = 0.5y[0] + x[1]
=0.58+1=5
Fazendo agora k=2 e utilizando o valor de y[1]=5 (calculado na
segunda iteracao):
y[2] = 0.5y[1] + x[2]
=0.55+4=6.5

Continuando este procedimento iterativamente:

y[3] = 0.5:6.5+3° =12.25
y[4]=0.5:12.25+ 4% =22.125



Conclui-se portanto que, para um sistema descrito pela equacao
as diferencas:

ylk]-0.5ylk —1] = x[K]

com a entrada x[k]=k?u[k], com as condicdes iniciais y[-1]=16
A resposta calculada iterativamente € dada por:
y[0]=8 y[11=5 y[2]=6.5 y[3]=12.25 y[4]=22.125
X[k]=k2u[K] 22,125
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Nas equacoes as diferengas € conveniente o uso de notacao de

operador semelhante a usada nas equacées diferenciais.
Em sistemas de tempo-continuo foi usado o operador D para

denotar a operacao de diferenciacao.

Para sistemas de tempo-discreto usar-se-a o operador E
para denotar a operacao de avancar a sequéncia um intervalo
de tempo. Ent3o: flk +1] = Ef[K]

flk + 2] = E*f[Kk]

flk + n] = E"f[k]

Tendo uma equacao as diferencas de primeira ordem na forma:
ylk +1] —vylk] = x[k +1]

Utilizando a notacao de operador, esta equacao pode ser expressa

como. Ey[k] - yylk] = Ex[k]
ou
(E - y)y[k] = Ex[K]




Uma equacao as diferencas de segunda ordem, como por exemplo:
y[k + 2]+%y[k + 1]+%y[k] = X[k + 2]
podera ser escrita na forma:

> 1 1 2
(E +ZE+Ejy[k]_Ex[k]

Uma forma geral para equacoes as diferencas de ordem n sera:

4

Ca n-1 n-1
@ 8, E" oot B E + 8y yIK] = +bn_1E b oot BE + b)) XK]

ou de forma mais compacta:

QLE]ylk] = PLEIX[K]

onde Q[E] e P[E] s&o polindbmios no operador E de ordem n:
QEl=E"+a E" ' +...+a,F + a,

P[El=bE" +b E"" +...+ bE + b,



Um sistema discreto pode eventualmente apresentar um sinal de
saida, mesmo nao tendo uma entrada nao-nula aplicada:

4 x[K] [yo[k]
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Esta situacao pode ser descrita analiticamente por:
QIElylk] = PLE]x[K]
onde x[k]=0, e y[k] recebe a desginacao y,[k] ou seja:
QlEly,lk]=0
De forma equivalente (expandindo o polindmio Q[E]):
(E” +a E"+...+aF + ao)yo[k] =0



(E” +a E" +...+aF + ao)yo[k] =0
Para o caso de primeira ordem:

7

A ((E) a)ylkl1=0
"y lk+1]+a,y,[k]1=0
ou
yo[k + 1] = _aoyo[k]
gue conduz a
Yolk +1] 4 =y
YolK] ’
Isto significa que a raz&o entre y [k+1] e y [k] € y=-a,. Claramente
a sequéncia y,[k] € uma progressao geometrica de razao y.
Assim, Yol0l=c yo[11=cy Yo[2]=cy* yo[3]=cy® e generalizando
yolk]=cy
onde ¢ € uma constante arbitraria a ser determinada por restricoes
adicionais, geralmente condicdes iniciais.




A resposta a entrada nula de um sistema de ordem n € obtida
resolvendo

(E” +a, E"+...+aF + ao)yo[k] =0
desta equacao obtem-se o polindmio Q[E]:
QEl=E"+a, ,E"" +...+a,E + a,
qgue facilmente se converte em Q[y], polinébmio caracteristico:

Qlyl=7y" + an—ﬂ’n_1 T+ ay + 4

O polinbmio anterior € de ordem n e pode ser expresso na sua
forma factorizada (assumindo raizes distintas):

(v=v)(v—v2)--(v—v,)



Resolvendo a equacao caracteristica

(v =71:) (v =v2)-(v=7,) =0
Verifica-se que ytem n solugoes v., v,,..., ,, que a verificam e
consequentemente também a equacao
(E” +a E" +...+aF + ao)yo[k] =0

tera n solugdes designados por modos caracteristicos.

k _k k
’Yll’yz’...”Yn

A solucao geral € uma combinacao linear destas n solucoes.

YolK]l=cCyf +Cy5 +...+ Coyly

As constantes c,,c,,...,c, sdo constantes arbitrarias determinadas
por n condicdes auxiliares, geralmente dadas na forma de
condicOes Iiniciais.



O polindmio Q[y] € o polindmio caracteristico do sistema.
Q[y]=0 designa-se por equacgao caracteristica do sistema.

Y, Y- Y, SA0 as raizes caracteristicas do sistema (ou
valores proprios do sistema).

As exponenciais
v (i=1,2,...,n)

sao os modos caracteristicos ou modos naturais do sistema.
Existe um modo caracteristico por cada raiz caracteristica do
sistema, e a resposta a entrada-nula € uma combinacao linear
dos modos caracteristicos do sistema:

Yolk] = C1V11< +Czy/2< Tt Cnyﬁ
Qual a configuracao de cada modo caracteristico?



Se duas ou mais raizes coincidem (raizes repetidas), a forma
dos modos caracteristicos vem modificada.

Se uma raiz y se repete r vezes (raiz de multiplicidade r), os
modos caracteristicos correspondentes a esta raiz sio:

k k 2 _k -1_k
YRy KA kT
Entao, se a equacao caracteristica de um sistema é

QUYI=(v=11) (v= 1) (v = ¥r2) oo (v = 72)

a resposta a entrada-nula sera uma combinacio linear de modos
associados a raizes simples e de modos associados a raiz de
multiplicidade r.

2 -1 k k k k
Y lk] = (C1 + C,K +Ck* +...+C K’ )Vl +C, Yy +CrxYrig o+ CY



No caso de as raizes caracteristicas calculadas resultarem
complexas, o tipo de analise a ser desenvolvido € proximo do que
acontece para sistemas continuos.

Caso se obtenham as raizes:

y=a+Jjpvy=a-Jp
Dado tratarem-se de raizes simples (apesar de complexas), os
modos associados serao:

.\ K .\ K
(a+JjB) e (a-JjB)
Por uma questao de comodidade, as raizes serao convertidas na sua
forma polar (isto € util dado estarmos a tratar de complexos elevados

a uma variavel k): v = (a+ jB) = hle”

y=(a—JB)=|rle’”
Apresentando portanto os modos caracteristicos a forma:

(e ) e (e’ )



Sendo os modos caracteristicos dados por:
(re) e (e)
A resposa a entrada-nula sera dada pela sua combinacao linear:
olk]=cu () +cu (e )

Como foi ja visto para o caso continuo, os coeficientes c, e c, devem
ser conjugados para que a resposta seja real, ou seja:

C,=C, &

L -Jjo
C, =%e1 , C, =%e1

A resposta a entrada-nula atinge assim a forma:

Vo[K]=5e” (e’ +S5e” (e



A deducao da resposta a entrada-nula até a sua forma real sera:
— . . k
volk]=%5e” (e ) +Se (e )

yo[k]= A e’ (|y|em) + e (|y|e‘m)kJ<:>
=

yolk]= G5 e" il e + ety o]
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Yol k]= c|yk cos (£Lyk + 6)




Yol K]= c|y|k cos (£yk + 0)

A configuracao deste sinal € dependente
dos parametros |Y| e £7.

*#~ | Dado que estes parametros s&o originarios
| das raizes caracteristicas:

(Me™)  (hle?™)

Conclui-se que é o modulo e a fase das raizes caracteristicas que
determinam a taxa de crescimento ou queda e a frequéncia deste sinal




Vimos ja como calcular a resposta a entrada-nula de um sistema.
Resta entdo saber de que forma se determina a resposta a uma
entrada qualquer — resposta a estado-nulo.

Qualquer sinal discreto pode ser interpretado como sendo uma
soma de impulsos deslocados no tempo.

%X[k]

1,

‘ K -5 5 K

v

x[k] =  X[-5]5[k+5]+ X[-4]5[k+4] +X[-3]5[k+3]+x[-2]5[k+2]+X[-1]8[k+1]+X[O]5[K]
+x[118[k-1] + x[2]5[k-2] +x[3]5[k-3] +x[4]8[k-4] +X[5]5[k-5]



Interpretando um sinal de entrada como sendo uma sequéncia de
impulsos, a tarefa de determinar a resposta a esse sinal de
entrada, € equivalente a de determinar a resposta a uma soma de
Impulsos deslocados no tempo.

x[K] A
I ylK]
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Sendo x[k] dado por:

X[K] = X[-5]5[k+5]+ X[-4]5[k+4] +X[-3]5[k+3]+X[-2]5[k+2]+x[-1]5[k+1]+X[0]5[k]
+X[1]8[k-1] + X[2]8[k-2] +x[3]5[k-3] +X[4]5[k-4] +X[5]5[k-5]

Pela linearidade e pela invariancia temporal do sistema, a resposta

a estado-nulo para esta entrada sera:
y[K] = X[-5]h[k+5]+ x[-4]h[k+4] +x[-3]h[k+3]+x[-2]h[k+2]+x[-1]h[k+1]+X[O]h[k]

+x[1]h[k-1] + x[2]h[k-2] +x[3]h[k-3] +x[4]h[k-4] +X[5]n[k-5]

WV



x[k] = X[-5]5[k+5]+ X[-4]15[k+4] +x[-3]5[k+3]+X[-2]5[k+2]+X[-1]5[k+1]+X[O]5[K]
+x[118[k-1] + x[215[k-2] +x[3]5[k-3] +x[4]6[k-4] +X[5]5[k-5]

y[k] = X[-S5]h[k+3]+ X[-4]h[k+4] +X[-3]nh[k+3]+x[-2]h[k+2]+X[-1]nh[k+1]+X[0]h[K]

+x[1]hk-1] +x[2]h[k-2] +x[3]h[k-3] +x[4]h[k-4] +x[5]n[k-5]
Generalizando as expressdes anteriores para um sinal qualquer, o

que se verifica € que se interpretarmos um sinal de entrada como

sendo: x[k] = i x[m] - d[k — m]

Mm=—

o sinal de saida sera dado por:

~+00

ylkl= >, xIm]- hlk —m]

Mm=—oo

Ou seja, se temos na entrada uma combinacgao linear de impulsos
(soma de impulsos deslocados no tempo, cada um deles com um
dado peso), a resposta de um sistema linear e invariante no tempo
sera necessariamente um sinal que € uma soma de respostas a
Impulso deslocadas no tempo, cada uma com o peso do impulso
que |he deu origem.



Se a resposta a impulso de um sistema for:

O]

> |:> Sistema

respostas a impulso:

x[K]

hik]
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Interpretando um sinal de entrada como sendo uma sequéncia de
Impulsos, a resposta a estado-nulo sera uma sequéncia de
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A resposta a estado-nulo de um sistema discreto € entao dada por:

yikl= S x[m]- hlk — m]

Esta operacdo pode ser representada de forma mais compacta
por:
ylk]= x[k]* hlK]

Esta operacao recebe a designacao de convolugao discreta.

Se para determinar a resposta a estado-nulo de um sistema
discreto € necessario convolver o sinal de entrada com a resposta
a impulso, é fundamental saber como determinar a expressao
analitica de h[k] — resposta a impulso.



A resposta a impulso de um sistema discreto € dada por:

hik] = 2o 51k7 + v, [KT - ulK]

0

A semelhanca dos sistemas continuos, a existéncia ou ndo de um
impulso na resposta a impulso depende dos coeficientes da
equacao as diferencas.

Da resposta a entrada-nula y,, [k] surgem coeficientes que ficam
por determinar. Para sistemas continuos estes coeficientes eram
determinados por condicdes iniciais ‘especiais’. Para sistemas
discretos a forma de determinar esses coeficientes € diferente e
sera vista nas aulas teorico-praticas.



A resposta total de um sistema sera a soma das componentes:
- resposta a entrada-nula e resposta a estado-nulo

x[k]=0
Resposta a
entrada-nula
k
x[k]=u[K]
ReSpOStaa o000 000000
estado-nulo
(p. exemplo >
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A resposta a entrada-nula fornece muita informacao sobre a
estabilidade de sistemas.

Se um sistema, mesmo com uma entrada nula, vé a sua saida
tender para infinito apenas porque tem armazenada alguma
energia, isto é sintomatico de um sistema instavel.

Por outro lado se um sistema vé a sua resposta a entrada-nula
extinguir-se a medida que o tempo passa, ele sera um sistema
estavel.

Se um sistema apresenta como resposta a entrada-nula uma saida
gque nao desaparece com o tempo, mas que também nao tende
para infinito, entao esse sistema € marginalmente estavel.



Sendo a configuragao da resposta a entrada-nula a ditar a
estabilidade de um sistema, €& necessario conhecer bem os
possiveis formatos dessa resposta.

Estes formatos dependem do tipo de raizes caracteristicas do
sistema.

Quando a raiz € simples e real, a resposta a entrada-nula sera
uma combinagao de sinais na forma y*:

yo[k] = C1Vl1< +C2Vlz< Tt Cnyﬁ

Se as raizes tiverem multiplicidade superior a 1, os modos que
surgem tém a forma y*, ky*, k*y*,...,k"v* | sendo a resposta a
entrada-nula uma combinacgao deles:

Yokl =(C, + Gk + Ck* + .o+ €K™ ) v
Para raizes complexas obteremos uma resposta a entrada-nula na
. k
forma: vo[k]=c|y| cos(zyk +6)



Localizacao das raizes caracteristicas Resposta a entrada-nula
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Raiz real de modulo unitario
positiva



Localizacao das raizes caracteristicas
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Raiz real de modulo unitario
negativa

Resposta a entrada-nula




Localizacao das raizes caracteristicas

p
<

Raiz real positiva
de modulo inferior a 1

Resposta a entrada-nula
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Yolk]=cy



Localizacao das raizes caracteristicas
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Raiz real negativa
de modulo inferior a 1

Resposta a entrada-nula




Localizacao das raizes caracteristicas

Im

dh
@

Raiz real positiva
de modulo superior a 1

Resposta a entrada-nula

Sistema
instavel

Yolk]=cy



Localizacao das raizes caracteristicas Resposta a entrada-nula
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Sistema
instavel

X

Raiz real negativa
de modulo superior a 1



Localizacao das raizes caracteristicas Resposta a entrada-nula

/

Yo K]=c |y|k cos (£yk + )

Raizes complexas

de modulo inferior a 1
Exponencial discreta decrescente



Localizacao das raizes caracteristicas

Resposta a entrada-nula

Sistema
instavel

/
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Raizes complexas Yo
de modulo superior a 1

Exponencial discreta crescente

(k]=c |y|k cos (£yk + )

v



Localizacao das raizes caracteristicas Resposta a entrada-nula

istema
marginalment

estavel
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Vo k]=cy| cos(yk +6)
vo[k]=c|i| cos(yk +6)

Raiz complexa i
= Cccos(Lyk + 6
de modulo unitario yo[ :l ( Y )
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Sinusodide de amplitude constante



Localizacao das raizes caracteristicas Sistema
instavel
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yo[k] = Clyk + Czkyk
! y.[k]=c, +Ck

Raiz real dupla positiva
de modulo unitario



Localizacao das raizes caracteristicas Sistema
instavel
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Raiz real dupla negativa
de modulo unitario
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Raiz complexa dupla
de modulo unitario






Definicao de Sinal
Definicao de Sistema (Circuito)
Caracterizacao de sinais:
m Continuos/Discretos
m Periédicos/Aperiédicos
= Analodgicos/Digitais
Transformacdes na variavel independente:
= Translaccao temporal
= Escalonamento temporal
= Inversao temporal



m Sistemas

Continuos/Discretos
Analdgicos/Digitais
Lineares/Nao lineares
Variantes/Invariantes no tempo
Com/Sem memoria

Causais e nao causais
Estaveis/Instaveis

Inversos



Continuo

Discreto

Tipo de equacao de descricdo do sistema:| Tipo de equacao de descricao do sistema:

Equacao diferencial:

d"y(t) d"y(t)
dt" dt"!
bM dl:lxigt) bM 1 dl:jtl/j(gt)

Operador utilizado - D:
(DN +a, D"t +...+aD+ ao)y(t)

= (b, D" + b,, ,D"* +...+ bD + b,)x(t)

dy(t)
dt

dx(t)
+ b, ot + byx(t)

+ a, + a,y(t)

N-1

Simplificacao utilizando os polinbmios:
QD) =D" +a, D" +
P(D) = b,D" + b, D" +

Resultando em:

Q(D).y(t) = P(D).x(t)

..+ a,D + a,

..+ b,D + b,

ylk +n]l+a, ,y[k +n-1]+...
b x[k + n]+ b, . x[k +n-1]+...

Equacio as diferencas:

+a,ylk +1]+ a,y[k] =
+ b, x[k + 1]+ b, x[K]

Operador utilizado - E:
(E” +a, E"" +...+a,FE + ao)y[k]

= (b,E" + b, \E"" + ...+ b,E + by ) x[K]

Simplificacao utilizando os polinébmios:

QIE]1=E"+a, ,E"" +...+ aF + a,
P[E]1=b,E" + b, [E"™ +...+ bE + b,
Resultando em:
QLE]y[K] = PLE]X[K]



Continuo Discreto

Calculo das raizes caracteristicas: Calculo das raizes caracteristicas:
Q(x) =0 Qlvl=0
Resposta a entrada-nula: Resposta a entrada-nula:
Raizes simples: Raizes simples:
y,(t) =ce" +ce? +...+ce™ Yo [k]=cyl +cy5 +...+C v
Raizes multiplas (multiplicidade r): Raizes multiplas (multiplicidade r):
y,(t) = (c1 TR oN SR Crtr‘l)e’“lt Volkl=(C, + Gk + Ck* + .o+ €K™ )y
Raizes complexas: Raizes complexas:
Yo(t) = ce™ cos(Bt + 6) vo[k]=cly[ cos(zyk +6)

A parte real da raiz caracteristica, a,) O modulo da raiz caracteristica, |y|,
controla a exponencial, e [, a parte| controla a exponencial, e a sua fase, Ly,

imaginaria, controla a frequéncia de! controla a frequéncia de oscilagao.
oscilagao.



Continuo

Calculo da resposta a impulso:
h(t) = b,5(t) + [P(D)y,(t) Ju(t)

Resposta a estado-nulo:

400

y(t) = j x(2)h(t - 1)dx
N J

NG .
Integral de convolugao

Resposta total:

C At
dcer o+
j=1

%r_/
Resposta a entrada-nula

x(t) * ht)

Resposta a estado-nulo

Discreto

Calculo resposta a impulso:

hik] = 2o stk + v [k - ulk]

0

Resposta a estado-nulo:

+00

ylkl= >, x[m]-hlk - m]
m=-o v J
Somatoério de convolucao

Resposta total:

L k
Z cy! n
i=1

Resposta a entrada-nula

x[k1* h[K]

Resposta a estado-nulo
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Quadro resumo de analise no tempo
- C))

Continuo Discreto




