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Teoria dos Circuitos e do Sinal Teoria dos Circuitos e do Sinal -- AulasAulas

nn AulasAulas teóricasteóricas
nn 22 horashoras semanaissemanais ((11++11))

nn AulasAulas TeóricoTeórico--PráticasPráticas
nn 33 horashoras semanaissemanais ((22++11))
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Teoria dos Circuitos e do Sinal Teoria dos Circuitos e do Sinal -- HorárioHorário
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Teoria dos Circuitos e do Sinal Teoria dos Circuitos e do Sinal -- AvaliaçãoAvaliação

nn ÉpocaÉpoca normalnormal
nn UmaUma provaprova escritaescrita dede frequênciafrequência..
nn UmaUma provaprova escritaescrita dede exameexame..
nn ParaPara terter aprovaçãoaprovação nana disciplina,disciplina, oo alunoaluno teráterá dede obterobter umauma

classificaçãoclassificação finalfinal igualigual ouou superiorsuperior aa 99,,55..

nn ÉpocaÉpoca dede RecursoRecurso
nn UmaUma provaprova escritaescrita dede exameexame..
nn PoderãoPoderão participarparticipar nana épocaépoca dede recursorecurso osos alunosalunos queque nãonão

obtiveremobtiverem aprovaçãoaprovação nana épocaépoca normalnormal ouou osos que,que, tendotendo obtidoobtido
aprovaçãoaprovação nana épocaépoca normal,normal, pretendampretendam obterobter melhoriamelhoria dede
classificaçãoclassificação..
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Calendário Escolar Calendário Escolar –– Ano lectivo 2006/07Ano lectivo 2006/07

1º Semestre
Início Fim 

Semestre 18/Set/2006 15/Dez/2006

Férias(Natal) 18/Dez/2006 03/Jan/2007

Época Normal (Frequências e exames) 04/Jan/2007 31/Jan/2007

Época de Recurso 07/Fev/2007 17/Fev/2007
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Definição de CircuitoDefinição de Circuito

nn CircuitoCircuito seráserá interpretadointerpretado nestanesta cadeiracadeira comocomo
SistemaSistema.. AssimAssim CircuitoCircuito seráserá todatoda aa entidadeentidade queque
processaprocessa sinaissinais dede entradaentrada ee geragera sinaissinais dede saídasaída ouou
algumalgum comportamentocomportamento desejadodesejado..

Sinal de entrada Sistema Sinal de saída
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Exemplos de sistemasExemplos de sistemas

• Circuito
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Exemplos de SistemasExemplos de Sistemas

• Sistemas de travagem e embraiagem automóvel
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Exemplos de SistemasExemplos de Sistemas

• Colónia de bactérias

• Bolsa
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Exemplos de SistemasExemplos de Sistemas

• Corpo humano
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Definição de SinalDefinição de Sinal

nn UmUm SinalSinal éé umum conjuntoconjunto dede informaçãoinformação ouou dadosdados..

nn OsOs sinaissinais contêmcontêm informaçãoinformação sobresobre oo
comportamentocomportamento dede algumalgum fenómenofenómeno

nn OsOs sinaissinais sãosão representadosrepresentados matematicamentematematicamente
comocomo funçãofunção dede umauma ouou maismais variáveisvariáveis
independentesindependentes (geralmente(geralmente oo tempo)tempo)..
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Exemplos de sinaisExemplos de sinais

nn GravaçãoGravação dede falafala (palavra(palavra “We”)“We”)..

§ Perfil vertical do vento
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Exemplos de sinaisExemplos de sinais

§Anomalias no campo geomagnético
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Exemplos de sinaisExemplos de sinais
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Aplicações da Aplicações da 
Teoria do Circuito e do SinalTeoria do Circuito e do Sinal

nn CaracterizarCaracterizar comcom precisãoprecisão certoscertos sistemassistemas parapara
perceberperceber comocomo reagiráreagirá oo sistemasistema aa diferentesdiferentes sinaissinais
dede entradaentrada..

nn NoutrosNoutros problemasproblemas dede análiseanálise dede TeoriaTeoria dodo CircuitoCircuito ee
dodo Sinal,Sinal, emem vezvez dada análiseanálise dede umum sistemasistema importaimporta
antesantes oo processamentoprocessamento dede umum sinalsinal..

nn EmEm algumasalgumas aplicaçõesaplicações éé aindaainda necessárionecessário desenhardesenhar
sistemassistemas parapara retirarretirar informaçãoinformação específicaespecífica dede sinaissinais..
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Sinais contínuos e discretos Sinais contínuos e discretos 
no tempono tempo

nn UmaUma formaforma dede classificarclassificar sinaissinais éé fazêfazê--lolo dede acordoacordo comcom aa
naturezanatureza dada variávelvariável independenteindependente..

nn UmUm sinalsinal queque éé especificadoespecificado parapara qualquerqualquer valorvalor dede tt
(variável(variável independenteindependente tempo)tempo) éé chamadochamado dede sinalsinal
contínuocontínuo..

nn UmUm sinalsinal queque éé especificadoespecificado parapara valoresvalores discretosdiscretos dede tt éé
chamadochamado dede sinalsinal discretodiscreto..

nn OO símbolosímbolo tt denotarádenotará aa variávelvariável independenteindependente tempotempo parapara sinaissinais
contínuoscontínuos:: x(t)x(t).. ParaPara sinaissinais discretosdiscretos oo símbolosímbolo kk desempenharádesempenhará
funçãofunção semelhantesemelhante:: x[k]x[k]..



ESTV – DEE – Teoria dos Circuitos e do Sinal

Exemplos de sinais contínuosExemplos de sinais contínuos
no tempono tempo

nn SinaisSinais contínuoscontínuos
Tempo contínuo t
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Exemplos de sinais discretosExemplos de sinais discretos
no tempono tempo

§ Exemplo de sinal discreto: índice 
Dow Jones semanal no ano de 1929.

nn SinaisSinais discretosdiscretos

Tempo discreto k
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Contínuos ou discretosContínuos ou discretos
no tempo?no tempo?

nn EstesEstes sinaissinais serãoserão contínuoscontínuos ouou discretosdiscretos nono tempo?tempo?
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Sinais periódicos e aperiódicosSinais periódicos e aperiódicos

nn UmUm sinalsinal contínuocontínuo x(t)x(t) seráserá periódicoperiódico sese existirexistir umum valorvalor TT queque
satisfaçasatisfaça

x(t)=x(t)= x(t+nx(t+n..T)T)
nn qualquerqualquer queque sejaseja oo t,t, sendosendo nn umum inteirointeiro..

nn NesseNesse casocaso x(t)x(t) seráserá umum sinalsinal periódicoperiódico dede períodoperíodo TT..

nn OO períodoperíodo fundamentalfundamental TT00 éé oo menormenor valorvalor positivopositivo dede TT queque
verificaverifica aa equaçãoequação anterioranterior..

nn UmUm sinalsinal queque nãonão verifiqueverifique aa equaçãoequação anterioranterior éé ditodito
aperiódicoaperiódico..



ESTV – DEE – Teoria dos Circuitos e do Sinal

Sinais periódicos em tempo discretoSinais periódicos em tempo discreto

nn UmUm sinalsinal discretodiscreto x[k]x[k] seráserá periódicoperiódico comcom períodoperíodo NN,, ondeonde NN éé
umum inteirointeiro positivo,positivo, sese sese mantivermantiver inalteradoinalterado apósapós umum
deslocamentodeslocamento nono tempotempo dede N,N, ouou sejaseja::

x[k]=x[k]= x[k+nx[k+n..N]N]

qualquerqualquer queque sejaseja oo k,k, sendosendo nn umum inteirointeiro..

nn OO períodoperíodo fundamentalfundamental NN00 éé oo menormenor valorvalor positivopositivo queque
verificaverifica aa equaçãoequação anterioranterior..
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Exemplos de sinais periódicosExemplos de sinais periódicos

n Sinal periódico contínuo no tempo

n Sinal periódico discreto no tempo
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Exemplos de sinais aperiódicosExemplos de sinais aperiódicos

n Sinal aperiódico contínuo no tempo

n Sinal aperiódico discreto no tempo
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Sinais elementares:Sinais elementares:
Degrau unitárioDegrau unitário

nn DegrauDegrau unitáriounitário
EsteEste sinalsinal éé definidodefinido porpor::

11,, t>t>00 11,, k>=k>=00
u(t)=u(t)= u[k]=u[k]=

00,, t<t<00 00,, k<k<00

t

u(t)

k

u[K]

11
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Sinais elementares:Sinais elementares:
Impulso unitárioImpulso unitário

nn EsteEste sinalsinal éé representadorepresentado porpor δδ(t),(t), sendosendo
geralmentegeralmente chamadochamado dede funçãofunção deltadelta dede
Dirac,Dirac, ouou simplesmentesimplesmente funçãofunção deltadelta..

t

Características:Características:
δδ(0) (0) àà ∞∞

δδ(t) = 0, t (t) = 0, t ≠≠00

+•+•

••δδ(t) dt = 1(t) dt = 1
--••

δδ(t)(t)

δδ(t)(t)
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Sinais elementares:Sinais elementares:
Impulso unitárioImpulso unitário

nn ParaPara sinaissinais discretosdiscretos oo impulsoimpulso δδ[k][k] temtem umauma
representaçãorepresentação dede interpretaçãointerpretação maismais
simplessimples::

k

δδ[k][k]11



Transformações na variável independenteTransformações na variável independente

Sinal Sistema Sinal Transformado

A maioria destas transformações ocorre na variável independenteA maioria destas transformações ocorre na variável independente

Dado que a variável independente na presente descrição de sinais é o tempo, Dado que a variável independente na presente descrição de sinais é o tempo, 
estas operações são descritas como:estas operações são descritas como:

nn translação temporaltranslação temporal

nn inversão temporalinversão temporal

nn escalonamento temporalescalonamento temporal
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Transformações na variável independenteTransformações na variável independente

nn translação temporaltranslação temporal

nn inversão temporalinversão temporal

nn escalonamento temporalescalonamento temporal

t

t

x(t)

x1(t)



Transformações na variável independenteTransformações na variável independente

nn translação temporaltranslação temporal

nn inversão temporalinversão temporal

nn escalonamento temporalescalonamento temporal

Para t0>0 ocorre um atraso no sinal (sinal
deslocado para a direita num sistema de eixos),
para t0<0 o sinal aparece adiantado (sinal
deslocado para a esquerda).

Considerando-se um sinal x(t), uma representação
deste sinal deslocado no tempo será um novo sinal
x1(t) que se relaciona com o anterior por:
x1(t)=x(t-t0).

A translação no tempo é de t0 segundos.

x(t) x1(t)=x(t-t0)

t0



Transformações na variável independenteTransformações na variável independente

nn translação temporaltranslação temporal

nn inversão temporalinversão temporal

nn escalonamento temporalescalonamento temporal

Para t0>0 ocorre um atraso no sinal (sinal
deslocado para a direita num sistema de eixos).

x(t)

Para t0<0 o sinal aparece adiantado (sinal
deslocado para a esquerda).

x1(t)=x(t-t0)

x2(t)=x(t-t0)

t0

t0

t

t

t
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Transformações na variável independenteTransformações na variável independente

nn translação temporaltranslação temporal

nn inversão temporalinversão temporal

nn escalonamento temporalescalonamento temporal

Note-se que a análise feita para tempo contínuo é
também válida para tempo discreto. x1[k]=x[k-k0]
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Transformações na variável independenteTransformações na variável independente

nn translação temporaltranslação temporal

nn inversão temporalinversão temporal

nn escalonamento temporalescalonamento temporal

t

t

x(t)

x1(t)
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Transformações na variável independenteTransformações na variável independente

nn translação temporaltranslação temporal

nn inversão temporalinversão temporal

nn escalonamento temporalescalonamento temporal

Da inversão temporal de x(t) obtém-se um novo
sinal x1(t) que se relaciona com o anterior através
de:
x1(t)=x(-t).

O sinal x(-t) é obtido a partir do sinal x(t) fazendo
uma reflexão em t=0.

Note-se que o que quer que aconteça ao sinal
original no instante t, acontece ao sinal invertido
no instante –t. Assim, para inverter um sinal
definido por uma expressão analítica, substitui-se
t por –t.
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Transformações na variável independenteTransformações na variável independente

nn translação temporaltranslação temporal

nn inversão temporalinversão temporal

nn escalonamento temporalescalonamento temporal

Inversão temporal de um sinal contínuo

Inversão temporal de um sinal discreto

Note-se que a análise feita para tempo contínuo é
também válida para tempo discreto. x1[k]=x[-k]
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Transformações na variável independenteTransformações na variável independente

nn translação temporaltranslação temporal

nn inversão temporalinversão temporal

nn escalonamento temporalescalonamento temporal

t

t

x(t)

x1(t)
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Transformações na variável independenteTransformações na variável independente

nn translação temporaltranslação temporal

nn inversão temporalinversão temporal

nn escalonamento temporalescalonamento temporal

A compressão ou expansão de um sinal é
conhecida como escalonamento temporal.

A variável independente é multiplicada por um
factor K que produz o efeito de escalonamento.

• Para |K|>1, x(Kt) representará uma versão
compactada de x(t) (o sinal existe num intervalo
de tempo mais reduzido).

• Para |K|<1, x(Kt) representará uma versão
expandida de x(t) (o sinal existe num maior
intervalo de tempo).
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Transformações na variável independenteTransformações na variável independente

nn translação temporaltranslação temporal

nn inversão temporalinversão temporal

nn escalonamento temporalescalonamento temporal

Para |K|>1, x(Kt) representará uma versão
compactada de x(t) (o sinal existe num intervalo
de tempo mais reduzido).

Para |K|<1, x(Kt) representará uma versão
expandida de x(t) (o sinal existe num maior
intervalo de tempo).

t

x(t)

t

x1(t)=x(Kt)

t

x2(t)=x(Kt)

t

x(t)



ESTV – DEE – Teoria dos Circuitos e do Sinal

Transformações na variável independenteTransformações na variável independente

nn translação temporaltranslação temporal

nn inversão temporalinversão temporal

nn escalonamento temporalescalonamento temporal
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SistemasSistemas

nn UmUm sistemasistema podepode serser caracterizadocaracterizado quantoquanto aoao tipotipo dede sinaissinais
dede entradaentrada ee dede saídasaída::

nn SistemaSistema ContínuoContínuo

nn SistemaSistema DiscretoDiscreto

nn SistemaSistema AnalógicoAnalógico

nn SistemaSistema DigitalDigital
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SistemasSistemas

nn SistemaSistema ContínuoContínuo

nn SistemaSistema DiscretoDiscreto

nn SistemaSistema AnalógicoAnalógico

nn SistemaSistema DigitalDigital

Um sistema de tempo-contínuo é um sistema em
que sinais de entrada temporalmente contínuos são
transformados em sinais de saída contínuos.

Sinal de entrada de 
tempo contínuo

Sinal de saída de 
tempo contínuo

x(t) y(t)
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SistemasSistemas

nn SistemaSistema ContínuoContínuo

nn SistemaSistema DiscretoDiscreto

nn SistemaSistema AnalógicoAnalógico

nn SistemaSistema DigitalDigital

um sistema de tempo-discreto transforma sinais
discretos de entrada em sinais de saída também
temporalmente discretos.

Sinal de entrada de 
tempo discreto

Sinal de saída de 
tempo discreto

x[k]

y[k]
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SistemasSistemas

nn SistemaSistema ContínuoContínuo

nn SistemaSistema DiscretoDiscreto

nn SistemaSistema AnalógicoAnalógico

nn SistemaSistema DigitalDigital

Um sistema cujos sinais de entrada e saída são
analógicos é um sistema analógico. Um sistema
cujos sinais de entrada e de saída são digitais é um
sistema digital.

As expressões “tempo-contínuo” e “tempo-discreto”
qualificam a natureza dos sinais ao longo do eixo
temporal (eixo horizontal na representação comum
de sinais).

Os termos “analógico” e “digital” qualificam a
natureza dos sinais quanto à amplitude (eixo
vertical).
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SistemasSistemas

nn UmUm sistemasistema dizdiz--sese homogéneohomogéneo sese parapara qualquerqualquer
entradaentrada x(t)x(t) (que(que produzproduz umauma saídasaída y(t)y(t) nono sistema)sistema)
ee qualquerqualquer númeronúmero realreal aa,, aa respostaresposta dodo sistemasistema àà
entradaentrada aax(t)x(t) sejaseja aay(t)y(t)..

f(x)=sin(2x)
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f(x) f(x)=sin(2x)*sin(8x)
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f(x)=3sin(2x)
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f(x) f(x)=3sin(2x)*sin(8x)
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Sistema

Sistema

x(t) y(t)

a.x(t) a.y(t)
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SistemasSistemas
nn UmUm sistemasistema dizdiz--sese aditivoaditivo sese parapara quaisquerquaisquer doisdois sinaissinais dede

entradaentrada xx11(t)(t) ee xx22(t),(t), aa respostaresposta àà somasoma dasdas entradasentradas
xx11(t)+x(t)+x22(t)(t) éé igualigual àà somasoma dasdas respostasrespostas aa cadacada sinalsinal..

f(x)=1
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f(x) f(x)=x
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Sistema LinearSistema Linear

nn UmUm sistemasistema éé linearlinear sese forfor simultaneamentesimultaneamente aditivoaditivo ee
homogéneohomogéneo,, ouou seja,seja, parapara quaisquerquaisquer sinaissinais dede entradaentrada
xx11(t),(t), xx22(t)(t) ee quaisquerquaisquer valoresvalores escalaresescalares aa11,, aa22,, aa respostaresposta
àà entradaentrada aa11xx11(t)+a(t)+a22xx22(t)(t) sejaseja aa11yy11(t)+a(t)+a22yy22(t)(t) (sendo(sendo yy11(t)(t) ee
yy22(t)(t) asas respostasrespostas dodo sistemasistema aosaos sinaissinais xx11(t)(t) ee xx22(t)(t)
isoladamente)isoladamente)..

f(x)=(1/2)x+(4)sin(2x)*sin(8x)
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f(x)=(1/2)+4*sin(2x)
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1/2x1(t)+ 4x2(t) 1/2y1(t)+ 4y2(t) 
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Sistema Invariante no TempoSistema Invariante no Tempo

nn UmUm sistemasistema éé ditodito invarianteinvariante nono tempotempo sese umauma translaçãotranslação temporaltemporal
nono sinalsinal dede entradaentrada causacausa umauma translaçãotranslação idênticaidêntica nono sinalsinal dede saídasaída..
SeSe y(t)y(t) éé aa saídasaída correspondentecorrespondente àà entradaentrada x(t),x(t), umum sistemasistema invarianteinvariante
nono tempotempo apresentaráapresentará umauma saídasaída y(ty(t--T)T) quandoquando x(tx(t--T)T) forfor aa suasua
entradaentrada..

x(t)
y(t)

Sistema

x(t-T) y(t-T)

Sistema

Sinal de entrada deslocado
Sinal de saída deslocado

t t

t
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Sistemas com e sem MemóriaSistemas com e sem Memória

nn SeSe aa saídasaída dede umum sistemasistema numnum instanteinstante tt dependedepende apenasapenas dada
entradaentrada nessenesse instanteinstante oo sistemasistema éé chamadochamado semsem memóriamemória..

nn UmUm sistemasistema cujacuja saídasaída emem tt éé completamentecompletamente determinadadeterminada
pelospelos sinaissinais dede entradaentrada durantedurante osos TT segundossegundos prévios,prévios,
[intervalo[intervalo dede ((tt--TT)) atéaté tt]] éé umum sistemasistema dede memóriamemória finitafinita comcom
memóriamemória dede TT segundossegundos..

nn ClassifiqueClassifique quantoquanto àà memóriamemória oo sistemasistema descritodescrito pelapela
seguinteseguinte relaçãorelação entreentre oo sinalsinal dede entradaentrada (x(t))(x(t)) ee oo sinalsinal dede
saídasaída (y(t))(y(t))::

nn y(t)y(t) == 1212 ++ 55x(tx(t--11))
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Sistemas causais e não causaisSistemas causais e não causais

nn UmUm sistemasistema dizdiz--sese causalcausal sese parapara umum instanteinstante tt11,, aa saídasaída dodo
sistemasistema y(ty(t11)) resultanteresultante dada entradaentrada x(t)x(t) nãonão dependedepende dede valoresvalores dede
x(t)x(t) posterioresposteriores aa tt11 (t>t(t>t11))..

Sistema

x(t)

t

y(t)

t
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Sistemas estáveis e instáveisSistemas estáveis e instáveis

nn UmUm sistemasistema éé estávelestável se,se, parapara qualquerqualquer sinalsinal dede entradaentrada dede
amplitudeamplitude limitada,limitada, aa respostaresposta dodo sistemasistema y(t),y(t), éé tambémtambém
dede amplitudeamplitude limitadalimitada::

Sistema1Sistema1

Sistema2

x(t) y(t)
B1

B2

x(t)
B1

y(t)
B2

Instável
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Sistemas InversosSistemas Inversos

nn UmUm sistemasistema éé inversívelinversível se,se, aa partirpartir dada suasua saída,saída, sese consegueconsegue
determinardeterminar qualqual aa entradaentrada queque lhelhe deudeu origemorigem.. IstoIsto implicaimplica queque éé
possívelpossível construirconstruir umum sistemasistema inversoinverso queque quandoquando ligadoligado emem sériesérie
comcom oo primeiroprimeiro sistemasistema permitepermite obterobter oo sinalsinal originaloriginal..

Sistema1 Sistema2

x(t) y(t) f(t)

f(t) =x(t)
O Sistema2 é inverso do Sistema1
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SumárioSumário

nn DefiniçãoDefinição dede SinalSinal
nn DefiniçãoDefinição dede SistemaSistema (Circuito)(Circuito)
nn CaracterizaçãoCaracterização dede sinaissinais::

nn Contínuos/DiscretosContínuos/Discretos
nn Periódicos/AperiódicosPeriódicos/Aperiódicos
nn Analógicos/DigitaisAnalógicos/Digitais

nn TransformaçõesTransformações nana variávelvariável independenteindependente::
nn TranslacçãoTranslacção temporaltemporal
nn EscalonamentoEscalonamento temporaltemporal
nn InversãoInversão temporaltemporal



ESTV – DEE – Teoria dos Circuitos e do Sinal

SumárioSumário

nn SistemasSistemas
nn Contínuos/DiscretosContínuos/Discretos
nn Analógicos/DigitaisAnalógicos/Digitais
nn Lineares/NãoLineares/Não lineareslineares
nn Variantes/InvariantesVariantes/Invariantes nono tempotempo
nn Com/SemCom/Sem memóriamemória
nn CausaisCausais ee nãonão causaiscausais
nn Estáveis/InstáveisEstáveis/Instáveis
nn InversosInversos
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Modelo de SistemasModelo de Sistemas

nn AA teoriateoria dosdos sistemassistemas visavisa umauma variedadevariedade dede sistemas,sistemas, desdedesde
eléctricos,eléctricos, mecânicos,mecânicos, hidráulicos,hidráulicos, acústicos,acústicos, electromecânicos,electromecânicos,
químicos,químicos, ee aindaainda sociais,sociais, económicoseconómicos ee biológicosbiológicos..

nn OO primeiroprimeiro passopasso parapara aa análiseanálise dede umum sistemasistema éé aa construçãoconstrução dodo
modelomodelo dodo sistemasistema,, queque éé geralmentegeralmente umauma expressãoexpressão
matemáticamatemática queque aproximaaproxima oo desempenhodesempenho dinâmicodinâmico dodo sistemasistema..

( ) 




+⋅





= )(tanh)(cos2

)(ln)( txtxtxty π

f(x)=sqrt(ln(sin(x)/2)*cos(sin(x))+tanh(pi/sin(x)))
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f(x)f(x)=sin(x)
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Exemplo de Descrição Matemática de SistemasExemplo de Descrição Matemática de Sistemas

nn SistemaSistema mecânicomecânico translacionaltranslacional
OsOs elementoselementos básicosbásicos dede modelaçãomodelação dede sistemassistemas mecânicosmecânicos
translacionaistranslacionais sãosão massas,massas, molasmolas ee amortecedoresamortecedores..
NasNas expressõesexpressões seguintesseguintes:: MM éé aa massa,massa, KK éé aa constanteconstante dede
elasticidadeelasticidade dada molamola ee BB éé oo coeficientecoeficiente dede amortecimentoamortecimento dodo
amortecedoramortecedor..

2

2

( )
( )

d y t
M f t

dt
=

( ) ( )Ky t f t=

( )
( )

dy t
B f t

dt
=

Componente diferencial (2ª ordem)

Componente diferencial (1ª ordem)

( )y t

( )f t

Relação linear 
Componente diferencial de ordem 0

( )y t

( )f t
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Exemplo de Descrição Matemática de SistemasExemplo de Descrição Matemática de Sistemas

nn SistemaSistema mecânicomecânico rotacionalrotacional

nn RelaçãoRelação entreentre oo bináriobinário dede entradaentrada (T(T -- torque)torque) ee oo ânguloângulo dede saídasaída
((θθ)) nono sistemasistema ilustradoilustrado nana figurafigura

2

2

( ) ( )
( ) ( )

d t d t
J B K t T t

dt dt
θ θ

+ + θ =

Componente diferencial (2ª ordem)

Componente diferencial
(1ª ordem)
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Exemplo de Descrição Matemática de SistemasExemplo de Descrição Matemática de Sistemas

nn SistemaSistema electromecânicoelectromecânico
nn UmaUma vastavasta variedadevariedade dede sistemassistemas electromecânicoselectromecânicos convertemconvertem

sinaissinais eléctricoseléctricos emem movimentomovimento mecânicomecânico ee vicevice--versaversa..

2

2 ( )T

d d
J B K i t

dt dt
θ θ

+ =

Componente diferencial (2ª ordem)

Componente diferencial
(1ª ordem)
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Exemplo de Descrição Matemática de SistemasExemplo de Descrição Matemática de Sistemas

nn NoNo cursocurso dede EngEng.. ElectrotécnicaElectrotécnica serãoserão naturalmentenaturalmente maismais comunscomuns
osos sistemassistemas eléctricoseléctricos..

nn TambémTambém estesestes assumemassumem umauma descriçãodescrição diferencialdiferencial..

Sistema
Sinal de entrada

x(t) = Vs

Sinal de saída
y(t) = VC

(tensão aos terminais do condensador)(tensão aos terminais da fonte)
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Exemplo de Descrição Matemática de SistemasExemplo de Descrição Matemática de Sistemas
−

⇔ =
( ) ( )

( ) s C
R

v t v t
i t

R

=
( )

( ) C
C

dv t
i t C

dt

( ) ( ) ( )

( ) 1 1
( ) ( )

s C C

C
C s

v t v t dv t
C

R dt

dv t
v t v t

dt RC RC

−
= ⇔

+ =

( )
( ) ( )

dy t
ay t bx t

dt
+ =

Dado que Vs = x(t) e que Vc = y(t),
a equação tem uma descrição genérica:

onde a=1/RC e b=1/RC

=
( )

( ) R
R

v t
i t

R

= ⇔( ) ( )R Ci t i t



ESTV – DEE – Teoria dos Circuitos e do Sinal

Equações diferenciais lineares de coeficientes constantes Equações diferenciais lineares de coeficientes constantes –– forma geralforma geral

nn OsOs exemplosexemplos anterioresanteriores demonstramdemonstram queque umum sistemasistema dede tempotempo--
contínuocontínuo podepode serser descritodescrito pelapela equaçãoequação diferencialdiferencial queque relacionarelaciona aa
entradaentrada comcom aa saída,saída, queque temtem aa formaforma genéricagenérica::

nn O símbolo d/dt representa a operação de diferenciação.
n Substitui-se esta notação por D, obtendo-se uma expressão mais

compacta:

1 1

1 1 0 1 1 01 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
... ( ) ... ( )

N N M M

N M MN N M M

d y t d y t dy t d x t d x t dx t
a a a y t b b b b x t

dt dtdt dt dt dt

− −

− −− −
+ + + + = + + + +

( )1 1
1 1 0 1 1 0... ( ) ( ... ) ( )N N M M

N M MD a D a D a y t b D b D b D b x t− −
− −+ + + + = + + + +

Derivadas de várias ordens da saída y(t) 
(até à ordem N)

Derivadas de várias ordens da entrada x(t) 
(até à ordem M)
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Equações diferenciais lineares de coeficientes constantes Equações diferenciais lineares de coeficientes constantes –– forma geralforma geral

nn UmaUma classeclasse significativasignificativa dede sistemassistemas podepode entãoentão serser descritadescrita porpor
equaçõesequações diferenciais,diferenciais, queque nono operadoroperador DD assumemassumem aa formaforma
genéricagenérica::

( )1 1
1 1 0 1 1 0... ( ) ( ... ) ( )N N M M

N M MD a D a D a y t b D b D b D b x t− −
− −+ + + + = + + + +

nn ComCom asas seguintesseguintes atribuiçõesatribuições polinomiaispolinomiais::

( ). ( ) ( ). ( )Q D y t P D x t=

Obtém-se uma nova equação diferencial que determina
comportamento do sistema:

1
1 1 0( ) ...N N

NQ D D a D a D a−
−= + + + +

1
1 1 0( ) ...M M

M MP D b D b D b D b−
−= + + + +

Q(D) P(D)
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Equações diferenciais lineares de coeficientes constantes Equações diferenciais lineares de coeficientes constantes –– forma geralforma geral

Sistema
n O primeiro passo na análise de um

sistema é determinar a equação
diferencial que rege o seu
comportamento

1 1

1 1 0 1 1 01 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
... ( ) ... ( )

N N M M

N M MN N M M

d y t d y t dy t d x t d x t dx t
a a a y t b b b b x t

dt dtdt dt dt dt

− −

− −− −
+ + + + = + + + +

n Para simplificação da notação,
passa-se a equação diferencial para
o operador D

( )1 1
1 1 0 1 1 0... ( ) ( ... ) ( )N N M M

N M MD a D a D a y t b D b D b D b x t− −
− −+ + + + = + + + +

n Atribuindo os polinómios Q(D) e
P(D) obtém-se uma nova expressão

( ). ( ) ( ). ( )Q D y t P D x t=

n Do polinómio Q(D), de P(D) e da relação entre ambos, será possível extrair
toda a informação sobre o sistema. Estes polinómios são portanto
fundamentais no seu estudo.
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Resposta de um sistema descrito por equações diferenciais a um Resposta de um sistema descrito por equações diferenciais a um 
sinal de entradasinal de entrada

nn AA saídasaída dede umum sistemasistema parapara tt≥≥00 éé resultadoresultado dede duasduas
causascausas independentesindependentes::

nn aa respostaresposta aa entradaentrada--nulanula:: resultaresulta apenasapenas dasdas
condiçõescondições iniciaisiniciais emem t=t=00 comcom oo sinalsinal dede entradaentrada x(t)=x(t)=00
parapara tt≥≥00 (devida(devida aa propriedadespropriedades internasinternas dodo sistemasistema
comocomo sejaseja aa existênciaexistência dede armazenamentoarmazenamento dede energiaenergia ––
bobinasbobinas ee condensadorescondensadores emem circuitoscircuitos eléctricos,eléctricos, molasmolas
emem sistemassistemas mecânicos,mecânicos, etc)etc)

nn aa respostaresposta aa estadoestado--nulonulo:: resultaresulta apenasapenas dada entradaentrada
x(t)x(t) parapara condiçõescondições iniciaisiniciais nulasnulas emem t=t=00..
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Resposta a entradaResposta a entrada--nulanula

Sistema

n Mesmo sem uma entrada, um sistema pode apresentar um sinal de
saída, para tt≥≥00,, devido a armazenamento interno de energia.

x(t) y(t)

n Esta resposta do sistema, que ocorre sem um sinal de entrada, é
designada por:

Resposta a entrada-nula



ESTV – DEE – Teoria dos Circuitos e do Sinal

Resposta a estadoResposta a estado--nulonulo

Sistema

x(t)

n Naturalmente, um sistema, mesmo tendo um estado inicial nulo
(sem energia armazenada), responde a um sinal de entrada.

n Esta resposta do sistema, na ausência de um estado enegético
inicial, é designada por:

Resposta a estado-nulo

y(t)



ESTV – DEE – Teoria dos Circuitos e do Sinal

Resposta total de um sistemaResposta total de um sistema

Sistema

x(t)

n A resposta de um sistema com estado inicial não nulo (com energia
armazenada), a um sinal de entrada, será a soma da resposta a
entrada-nula com a resposta a estado-nulo.

Resposta Total = Resposta a estado-nulo + Resposta a entrada-nula

y(t)
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Resposta total de um sistemaResposta total de um sistema

n As duas componentes da resposta de um sistema são
independentes uma da outra, podendo uma ser calculada
independentemente da outra.

n Para o cálculo da resposta de um sistema para certas
condições iniciais e determinado sinal de entrada, pode
calcular-se separadamente o sinal gerado na saída e
depois somar os sinais resultantes (de resposta a entrada-
nula e de resposta a estado-nulo).

Resposta Total = Resposta a estado-nulo + Resposta a entrada-nula
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Resposta a entradaResposta a entrada--nula (ynula (y00(t)) de um sistema(t)) de um sistema

( )1 1
1 1 0 1 1 0... ( ) ( ... ) ( )N N M M

N M MD a D a D a y t b D b D b D b x t− −
− −+ + + + = + + + +

( ). ( ) ( ). ( )Q D y t P D x t=
nn RelembrandoRelembrando oo conceitoconceito dede respostaresposta aa entradaentrada--nulanula::

Sistema

x(t) y0(t)

nn ParaPara determinardeterminar aa expressãoexpressão analíticaanalítica dada respostaresposta aa entradaentrada--nula,nula, queque
designaremosdesignaremos porpor yy00(t),(t), aa partirpartir dada equaçãoequação dodo sistema,sistema, teremosteremos dede
fazerfazer x(t)=x(t)=00,, obtendoobtendo--sese aa expressãoexpressão::

nn UmUm sistemasistema éé descritodescrito pelapela equaçãoequação diferencialdiferencial nono operadoroperador DD::

nn RecorrendoRecorrendo aosaos polinómiospolinómios Q(D)Q(D) ee P(D),P(D), aa expressãoexpressão anterioranterior assumeassume aa
formaforma::

0

( ) ( ) ( ) 0
( ) ( ) 0

Q D y t P D
Q D y t

⋅ = ⋅ ⇔
⋅ =

( )1
1 1 0 0... ( ) 0N N

ND a D a D a y t−
−+ + + + =
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Resposta a entradaResposta a entrada--nula ynula y00(t)(t)
Sistema de 1ª ordemSistema de 1ª ordem

0 0( ) ( ) 0D a y t+ =

0
0 0( )

dy
a y t

dt
= −

( )1 1
1 1 0 1 1 0... ( ) ( ... ) ( )N N M M

N M MD a D a D a y t b D b D b D b x t− −
− −+ + + + = + + + +

nn UmUm sistemasistema dede primeiraprimeira ordemordem teráterá nana expressãoexpressão queque descrevedescreve oo seuseu
comportamentocomportamento derivadasderivadas atéaté àà primeiraprimeira ordemordem dede derivaçãoderivação nono sinalsinal dede
saídasaída..

nn NoNo operadoroperador d/dtd/dt obtémobtém--sese entãoentão aa expressãoexpressão::

nn Assim,Assim, aa procuraprocura dada respostaresposta aa entradaentrada--nulanula passapassa porpor determinardeterminar aa
saídasaída y(t)y(t) nana equaçãoequação anterior,anterior, parapara umauma entradaentrada nulanula::

( ) −
−+ = + + + +1

0 1 1 0( ) ( ... ) ( )M M
M MD a y t b D b D b D b x t

Sistema de ordem N:

Sistema de 1ª ordem: =0

+ = ⇔0
0 0( ) 0

dy
a y t

dt
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Resposta a entradaResposta a entrada--nula ynula y00(t)(t)
Sistema de 1ª ordemSistema de 1ª ordem

nn AA equaçãoequação mostramostra queque aa respostaresposta aa entradaentrada nulanula yy00(t)(t) éé umauma funçãofunção
cujacuja derivadaderivada éé dada mesmamesma formaforma queque elaela própriaprópria (a(a menosmenos dede umauma
constanteconstante multiplicativamultiplicativa:: ––aa00))..

( )
= −0

0 0( )
dy t

a y t
dt

0( ) ty t ceλ=

Exponencial genérica

nn QueQue funçãofunção apresentaapresenta estaesta propriedade?propriedade?

nn AA funçãofunção exponencialexponencial.. VamosVamos portantoportanto assumirassumir queque aa soluçãosolução
daqueladaquela equaçãoequação seráserá dada formaforma::
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nn NãoNão esqueceresquecer queque aa expressãoexpressão::

Resposta a entradaResposta a entrada--nula ynula y00(t)(t)
Sistema de 1ª ordemSistema de 1ª ordem

nn ConcluiConclui--sese entãoentão queque aa respostaresposta aa entradaentrada--nulanula dede umum sistemasistema dede
11ªª ordemordem nãonão assumeassume umauma qualquerqualquer forma,forma, masmas simsim aa formaforma dede
umauma exponencialexponencial::

0( ) ty t ceλ=

Sistema
1ª ordem

x(t) y0(t)

0( ) ty t ceλ=

RepresentaRepresenta umauma exponencialexponencial genérica,genérica, pelopelo queque oo formatoformato dede umauma
respostaresposta aa entradaentrada--nulanula dede umum sistemasistema dede 11ªª ordem,ordem, nãonão temtem dede serser
necessariamentenecessariamente umauma exponencialexponencial decrescentedecrescente..

λ > 0

λ < 0
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Resposta a entradaResposta a entrada--nula ynula y00(t)(t)
Sistema de 1ª ordemSistema de 1ª ordem

( )
= −0

0 0( )
dy t

a y t
dt

0( ) ty t ceλ=

( )λ λ= − 0
t td

ce a ce
dt

λ λ⇔ λ = − 0
t tc e a ce

λ = − 0a⇒

SubstituindoSubstituindo aa soluçãosolução::

ObtémObtém--sese::

nana equaçãoequação queque permitepermite determinardeterminar aa respostaresposta aa entradaentrada--nulanula numnum
sistemasistema dede 11ªª ordemordem::
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Resposta a entradaResposta a entrada--nula ynula y00(t)(t)
Sistema de 1ª ordemSistema de 1ª ordem

Então,Então, aa soluçãosolução dede

0 0( ) ( ) 0D a y t+ =

0
0( ) a ty t ce−=

É de notar que c é uma constante arbitrária; a solução na
expressão anterior verifica a equação para qualquer valor de c.
Consequentemente há uma infinidade de soluções possíveis
para a equação.

A solução única pode ser determinada se acrescentarmos uma
restrição à solução. Esta restrição é vulgarmente dada na forma
de uma condição inicial.

0( ) ty t ceλ=SeráSerá dada formaforma comcom ,, ouou sejaseja::0aλ = −
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Como já se verificou que um sistema
descrito por

apresenta uma resposta com a
forma:

Exemplo para sistema de 1ª ordemExemplo para sistema de 1ª ordem

( ) ( )02 0D y t+ =

( ) ( )2 5 ( )
dy t

y t x t
dt

+ =

Sistema
1ª ordem

x(t) y0(t)

0( ) ty t ceλ=

( ) ( )2 5 ( )D y t x t+ =
Como se procura a resposta a entrada-
nula, anula-se a entrada x(t)

Recorrendo ao uso do operador D.

0 0( ) ( ) 0D a y t+ =

0
0( ) a ty t ce−=

( ) 2
0

ty t ce−=
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Exemplo para sistema de 1ª ordemExemplo para sistema de 1ª ordem

Sistema
1ª ordem

x(t) y0(t)

Fica assim definida a taxa
de queda da exponencial.

( ) 2
0

ty t ce−=

n No entanto, nem tudo está definido quanto a esta exponencial.
Repare-se que todas as exponenciais seguintes têm o mesmo
parâmetro •, no entanto têm início num valor diferente.

y0(t) y0(t) y0(t)
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Exemplo para sistema de 1ª ordemExemplo para sistema de 1ª ordem

Sistema

x(t) y0(t)

Sistema

x(t) y0(t)

Sistema

x(t) y0(t)

n Conclui-se então que a resposta a entrada-nula só poderá ser
completamente determinada se fôr conhecida a situação inicial do
sistema.
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Resposta a entradaResposta a entrada--nula de um sistema de 1ª ordemnula de um sistema de 1ª ordem

0 0( ) ( ) 0D a y t+ =

A equação diferencial que descreve o sistema permite que se
determine o parâmetro • da resposta a entrada-nula.

Recapitulando:
Um sistema de 1ª ordem descrito por uma equação diferencial na
forma:

Terá uma resposta a entrada-nula da forma:

0
0( ) a ty t ce−=

0( ) ty t ceλ=

O parâmetro c dependerá das condições iniciais do sistema, ou seja,
da energia que ele tem armazenada no início.
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Caso particular de 1ª ordemCaso particular de 1ª ordem
−

⇔ =
( ) ( )

( ) s Cv t v t
i t

R

( )
( ) Cdv t
i t C

dt
=

( ) ( ) ( )

( ) 1 1
( ) ( )

s C C

C
C s

v t v t dv t
C

R dt

dv t
v t v t

dt RC RC

−
= ⇔

+ =
( )

( ) ( )
dy t

ay t bx t
dt

+ =

Dado que Vs = x(t) e que Vc = y(t),
a equação tem uma descrição genérica:

onde a=1/RC e b=1/RC

=
( )

( ) Rv t
i t

R

Logo a resposta a entrada nula será
dada por: −

=
1

0( )
t

RCy t ce



ESTV – DEE – Teoria dos Circuitos e do Sinal

Resposta a entradaResposta a entrada--nula ynula y00(t)(t)
Sistema de ordem NSistema de ordem N

( )1 1
1 1 0 1 1 0... ( ) ( ... ) ( )N N M M

N M MD a D a D a y t b D b D b D b x t− −
− −+ + + + = + + + +

( )− −
− −+ + + + = + + + + ⋅1 1
1 1 0 0 1 1 0... ( ) ( ... ) 0N N M M

N M MD a D a D a y t b D b D b D b

( )−
−+ + + + =1
1 1 0 0... ( ) 0N N

ND a D a D a y t
AA somasoma pesadapesada dede diversasdiversas derivadasderivadas dada respostaresposta devemdevem anularanular--se,se, pelopelo queque
aa funçãofunção exponencialexponencial preenchepreenche osos requisitosrequisitos comocomo respostaresposta:: λ=0( ) ty t ce

( )− λ
−+ + + + =1
1 1 0... 0N N t

ND a D a D a ce

1
1 1 0

1
1 1 0

... 0

( ... ) 0

N t N t t t
N

N N t
N

c e ca e ca e ca e

c a a a e

λ − λ λ λ
−

− λ
−

λ + λ + + λ + =

λ + λ + + λ + =

Para uma solução não trivial (c=0 seria a solução trivial) teremos que ter:

1
1 1 0... 0N N

Na a a−
−λ + λ + + λ + =

Este resultado significa que desde que λ verifique a equação anterior
tceλ

( )1
1 1 0 0... ( ) 0N N

ND a D a D a y t−
−+ + + + =

é solução da equação:



ESTV – DEE – Teoria dos Circuitos e do Sinal

Resposta a entradaResposta a entrada--nula ynula y00(t)(t)
Sistema de ordem NSistema de ordem N

Notar que o polinómio:

( ) 0Q λ =

Se exprimirmos         numa forma factorizada, a equação anterior pode 
ainda ser escrita na forma:

( )Q λ

1 2( ) ( )( )...( ) 0NQ λ = λ − λ λ − λ λ − λ =

1
1 1 0( ) ...N N

NQ D D a D a D a−
−= + + + +

1
1 1 0... 0N N

Na a a−
−λ + λ + + λ + =

O polinómio Q(D) é dado por:

é igual ao polinómio Q(D) da expressão com D substituído por λ. 
Ou seja, a equação anterior pode ser escrita na forma:

( )1 1
1 1 0 1 1 0... ( ) ( ... ) ( )N N M M

N M MD a D a D a y t b D b D b D b x t− −
− −+ + + + = + + + +
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Resposta a entradaResposta a entrada--nula ynula y00(t)(t)
Sistema de ordem NSistema de ordem N

1 2( ) ( )( )...( ) 0NQ λ = λ − λ λ − λ λ − λ =

Verifica-se claramente que são as soluções.
Assim, para um sistema de ordem N, não há apenas uma solução como
ocorria para os sistemas de 1ª ordem, mas sim N soluções.

1 2, ,..., Nλ λ λ

,( 1,2,..., )ite i Nλ =

Por cada raiz há uma exponencial que verifica a equação, na forma:

Quais as soluções desta equação?

λ − λ = ∨ λ − λ = ∨ ∨ λ − λ =1 2( ) 0 ( ) 0 ... ( ) 0N

⇔ λ = λ ∨ λ = λ ∨ ∨ λ = λ1 2 ... N

λ
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Resposta a entradaResposta a entrada--nula ynula y00(t)(t)
Sistema de ordem NSistema de ordem N

Observe que o polinómio        , que é característico do sistema, nada tem 
a ver com o sinal que se injecta na entrada do sistema. Por esta razão  é 
chamado o polinómio característico do sistema. 

( )Q λ

( ) 0Q λ =

é chamada equação característica do sistema.

1 2( ) ( )( )...( ) 0NQ λ = λ − λ λ − λ λ − λ =

verifica-se claramente que são as raízes da equação
característica. Consequentemente são chamadas de raízes características
do sistema. As exponenciais na resposta a
entrada-nula são chamadas de modos característicos do sistema.

1 2, ,..., Nλ λ λ

,( 1,2,..., )ite i Nλ =

A equação

Na equação
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Resposta a entradaResposta a entrada--nula ynula y00(t)(t)
Sistema de ordem NSistema de ordem N

Existe um modo característico para cada raiz característica do sistema, e a 
resposta a entrada-nula é uma combinação linear dos modos característicos 
do sistema como é visível pela expressão:

1 2
0 1 2( ) ... Nt t t

Ny t c e c e c eλ λ λ= + + +

O atributo mais importante de sistemas LITC (lineares, invariantes no
tempo e causais) são os seus modos característicos.

Os modos característicos não só determinam a resposta do sistema a
entrada-nula como também desempenham um papel importante na
determinação da resposta a estado-nulo.

,( 1,2,..., )ite i Nλ =
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Resposta a entradaResposta a entrada--nula ynula y00(t)(t)
Sistema de ordem NSistema de ordem N

( )1 1
1 1 0 1 1 0... ( ) ( ... ) ( )N N M M

N M MD a D a D a y t b D b D b D b x t− −
− −+ + + + = + + + +

Conclui-se então que um sistema descrito por uma equação diferencial de 
ordem n dada por:

apresenta como resposta a entrada-nula:

1 2
0 1 2( ) ... Nt t t

Ny t c e c e c eλ λ λ= + + +

Onde as raízes características se retiram da expressão:

1 2( ) ( )( )...( ) 0NQ λ = λ − λ λ − λ λ − λ =

Ficam no entanto por determinar as constantes c1, c2, … , cN.

À semelhança do que acontece para os sistemas de primeira ordem,
estas constantes são determinadas utilizando informação sobre o estado
inicial do sistema.
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Exemplo: determinação da resposta a entradaExemplo: determinação da resposta a entrada--nula de nula de 
um sistemaum sistema

Um sistema LITC é especificado pela equação diferencial:

2

2

( ) ( ) ( )
6 8 ( ) 3 5 ( )

d y t dy t dx t
y t x t

dt dt dt
+ + = +

Determine          (resposta do sistema a entrada-nula) para as 
condições iniciais: 

0( )y t

0
0

(0)
(0) 3, 7

dy
y

dt
= = −

.
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Exemplo: determinação da resposta a entradaExemplo: determinação da resposta a entrada--nula de nula de 
um sistemaum sistema

2

2

( ) ( ) ( )
6 8 ( ) 3 5 ( )

d y t dy t dx t
y t x t

dt dt dt
+ + = +

O polinómio Q(D) determina-se directamente por inspecção:
= + +2( ) 6 8Q D D D

Por substituição, verifica-se imediatamente que o polinómio
característico do sistema é

( )λ = λ + λ +2 6 8Q

A sua equação característica será obtida igualando o polinómio
anterior a zero, ou seja,

2 6 8 0λ + λ + =

Para achar as raízes características (fundamentais na determinação
dos modos característicos) terá que se resolver a equação
característica atrás obtida.
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Exemplo: determinação da resposta a entradaExemplo: determinação da resposta a entrada--nula de nula de 
um sistemaum sistema

λ + λ + = ⇔

− ± − ⋅ ⋅
λ = ⇔

⋅
λ = − λ = −

2

2

6 8 0

6 6 4 1 8
2 1

2 4V

As raízes características são portanto –2 e –4. Consequentemente
os modos característicos serão

2te− 4te−

A resposta do sistema a entrada-nula será uma combinação linear
destes dois modos característicos:

2 4
0 1 2( ) t ty t c e c e− −= +

;
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f(x)=e^(-2x)+e^(-4x)

t

f(x)=10*e^(-2x)+e^(-4x)

t

f(x)=e^(-2x)+10*e^(-4x)

t

Exemplo: determinação da resposta a entradaExemplo: determinação da resposta a entrada--nula de nula de 
um sistemaum sistema

2 4
0 1 2( ) t ty t c e c e− −= +

4te−2te− f(x)=e^(-2x)

t

f(x)=e^(-4x)

t

A resposta a entrada-nula será uma 
combinação linear destes modos

− −= +2 4
0( ) 10 ?t ty t e e

− −= +2 4
0( ) ?t ty t e e

− −= +2 4
0( ) 10 ?t ty t e e
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Quaisquer que sejam as condições iniciais do sistema esta será a
expressão que rege a saída.

Exemplo: determinação da resposta a entradaExemplo: determinação da resposta a entrada--nula de nula de 
um sistemaum sistema

2 4
0 1 2( ) t ty t c e c e− −= +

0
0

(0)
(0) 3, 7

dy
y

dt
= = −

Esta é a forma geral da solução. 

No entanto para definirmos a saída exacta nesta situação particular, é
necessário determinar o valor de c1 e de c2.

Isto é conseguido recorrendo às condições auxiliares que nos são
dadas.
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Exemplo: determinação da resposta a entradaExemplo: determinação da resposta a entrada--nula de nula de 
um sistemaum sistema

Repare-se que as restrições são, neste caso, dadas na forma de
condições iniciais para a saída no instante inicial e para a derivada da
saída também nesse instante

É de notar que dado que temos duas incógnitas c1 e c2 na
expressão para y0(t), temos que recorrer a duas restrições para
conseguir formar um sistema de duas equações a duas
incógnitas retirando o valor de c1 e c2.

0
0

(0)
(0) 3, 7

dy
y

dt
= = −

2 4
0 1 2( ) t ty t c e c e− −= +

0(0) 3y = 0(0)
7

dy
dt

= −

Sabe-se já que a resposta a entrada-nula terá a forma:

sujeita às restrições:
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− • − •+ = ⇔

+ =

2 0 4 0
1 2

1 2

3

3

c e c e

c c

2 4
0 1 2( ) t ty t c e c e− −= +

0(0) 3y = 0(0)
7

dy
dt

= −

− −= − + −2 40
1 2

( )
2 4t tdy t
c e c e

dt

− • − •= − + − = − ⇔

− − = −

2 0 4 00
1 2

1 2

(0)
( 2) ( 4) 7

2 4 7

dy
c e c e

dt
c c

Exemplo: determinação da resposta a entradaExemplo: determinação da resposta a entrada--nula de nula de 
um sistemaum sistema

Forma genérica da resposta a
entrada-nula (constantes c1 e c2

por determinar)

Condições impostas à
resposta a entrada-nula.

Substituindo a forma genérica
nestas restrições.

Chega-se a duas equações nas incógnitas c1 e c2 (duas equações a duas
incógnitas), o que permite determinar o valor destas constantes e assim, a
resposta a entrada-nula.
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Exemplo: determinação da resposta a entradaExemplo: determinação da resposta a entrada--nula de nula de 
um sistemaum sistema

Obtém-se então o sistema de duas equações a duas incógnitas (c1 e c2):

1 2

1 2

3
2 4 7
c c
c c

+ =
− − = −

Resolvendo o sistema anterior obtém-se

1 2
5 1,2 2c c= =

Assim sendo a resposta a entrada-nula está completamente 
determinada e é dada por:

2 4
0

5 1( ) 2 2
t ty t e e− −= +

Como se considera a resposta a partir de t=0, a expressão atinge a
forma final:

− −= +2 4
0

5 1( ) 2 2
t ty t e e

f(x)=(5/2)*e^(-2x)+(1/2)*e^(-4x)

-1 -0.5 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

-0.5

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

x

f(x)
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Raízes múltiplasRaízes múltiplas

Considere-se o caso de ser dado o sistema:

− + =
2

0 0
02

( ) ( )
4 4 ( ) 0

d y t dy t
y t

dt dt

de forma equivalente usando o operador D,

λ − λ + = ⇔
λ = λ =

2 4 4 0
2 2V

O polinómio característico é dado por

sendo a equação característica do sistema:
λ = λ − λ +2( ) 4 4Q

Ou seja, para um sistema de segunda ordem não se obtiveram duas 
raízes simples, mas sim uma dupla.

( )− + =2
04 4 ( ) 0D D y t
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Raízes múltiplasRaízes múltiplas

Seria intuitivo pensar que à semelhança do caso em que as raízes são
simples, os modos seriam:

2te ; 2te

O que não está de acordo com o facto de que um sistema de segunda
ordem terá necessariamente 2 modos característicos diferentes.

O que se verifica na prática é que os modos característicos
associados a uma raíz múltipla assumem uma nova configuração.

Neste caso particular os modos seriam:
2te ; 2tte

=

= +2 2
0 1 2( ) t ty t c e c te

Sendo a resposta a entrada-nula uma combinação linear dos modos
característicos, terá a forma:
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Raízes múltiplasRaízes múltiplas

λite

Foi já verificado que para raíz característica •i existe um modo associado:

Este modo característico é válido para raízes simples da equação
característica.
Se houver repetição de um valor para as raízes, a forma da solução é
ligeiramente modificada. É possível demonstrar-se que para a equação
diferencial

0( ) ( ) 0rD y t− λ =

com uma raiz de multiplicidade r, os modos característicos são

sendo a solução da equação dada por uma combinação linear destes modos:

2 1, , ,...,t t t r te te t e t eλ λ λ − λ

( )− λ= + + + 1
0 1 2( ) ... r t

ry t c c t c t e
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Raízes múltiplasRaízes múltiplas

Consequentemente, para um sistema de polinómio característico factorizado

( ) ( ) ( )1 1( ) ...
r

r NQ +λ = λ − λ λ − λ λ − λ

os modos característicos serão

1 1 1 11, ,..., , ,...,r Nt t t t tre te t e e e+λ λ λ λ λ−

e a solução será dada por

( ) 1 11
0 1 2 1( ) ... ...r Nt t tr

r r Ny t c c t c t e c e c e+λ λ λ−
+= + + + + + +
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Raízes complexasRaízes complexas
Considere-se agora o caso de ser dado o sistema

2
0 0

02

( ) ( )
4 40 ( ) 0

d y t dy t
y t

dt dt
+ + =

de forma equivalente usando o operador D,

λ + λ + = ⇔

− ± −
λ = ⇔

− ± −
λ = ⇔

2 4 40 0

4 16 160
2

4 144
2

O polinómio característico é dado por

sendo a equação característica do sistema:

2 4 40λ + λ +

Ou seja, as raízes características do sistema são complexas.

− ±
λ = ⇔

λ = − + λ = − −

4 12
2

2 6 2 6

j

j V j
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Raízes complexasRaízes complexas

A solução do sistema para entrada-nula, pode ser escrita recorrendo 
à notação complexa, resultando em:

− + − −= +( 2 6) ( 2 6)
0 1 2( ) j t j ty t c e c e

No entanto, esta notação complexa pode ser convertida em notação real 
arranjando a expressão anterior de forma conveniente:

− + − − − −= + = +( 2 6) ( 2 6) 2 6 6
0 1 2 1 2( ) ( )j t j t t j t j ty t c e c e e c e c e

Para um sistema real, a resposta  terá que ser real. Isso apenas é possível 
se c1 e c2 forem conjugados. Sendo c1 e c2 expressos da seguinte forma

1 2
jc

c e θ= 2 2
jc

c e− θ=e

λ = − + λ = − −2 6 2 6j V j
A estas raízes características correspondem necessariamente dois 
modos característicos:

− + − −( 2 6) ( 2 6);j t j te e
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Raízes complexasRaízes complexas

substituindo-se em − + − − − −= + = +( 2 6) ( 2 6) 2 6 6
0 1 2 1 2( ) ( )j t j t t j t j ty t c e c e e c e c e

2 6 6
0

2 ( 6 ) ( 6 )
0

( ) ( )
2 2

( ) ( )
2

t j j t j j t

t j t j t

c c
y t e e e e e

c
y t e e e

− θ − θ −

− θ+ − θ+

= + ⇔

= +

obtém-se

Utilizando a fórmula de Euler: ( )1
cos

2
j je eϕ − ϕϕ = +

2 ( 6 ) ( 6 )
0

2
0

1
( ) ( )

2
( ) cos( 6 )

t j t j t

t

y t e c e e

y t ce t

− θ+ − θ+

−

= + =

= θ +

obtém-se:

Quantas constantes ficam por determinar para se ter a resposta completa?

1 2
jc

c e θ= 2 2
jc

c e− θ=

O que é necessário para determinar essas constantes?
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Resposta a entradaResposta a entrada--nula para raízes do sistema nula para raízes do sistema 
complexascomplexas

Assim, tendo                      e                      como raízes do sistema, obtém-se 
uma resposta a entrada-nula:

λ = α + βj λ = α − βj

θ α + β − θ α − β

θ α β − θ α − β

α β θ α − β − θ

α β +θ − β +θ

α

= +

= +

= +

 = + 

= β + θ

( ) ( )
0

( ) ( )

( )
2 2

2 2

2 2

2
cos( )

j j t j j t

j t j t j t j t

t j t j t j t j

t j t j t

t

c c
y t e e e e

c c
e e e e e e

c c
e e e e e e

c
e e e

ce t

As raízes complexas aparecem em pares conjugados.

A parte real das raízes características do sistema, •, controla a exponencial
que envolve o coseno. A parte imaginária das raízes, •,controla a frequência
do coseno.
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Tendo                      e                      como raízes do sistema, obtém-se uma 
resposta a entrada-nula:

λ = α + βj λ = α − βj

α= β + θ0( ) cos( )ty t ce t

−te
− cos(10 )te t
−2te
−2 cos(10 )te t
−4te
−4 cos(10 )te t

Função da componente real das
raízes características na resposta a
entrada-nula:
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α= β + θ0( ) cos( )ty t ce t

Função da componente imaginária
das raízes características na
resposta a entrada-nula:

−2te
−2 cos(10 )te t
−2 cos(20 )te t
−2 cos(30 )te t

Tendo                      e                      como raízes do sistema, obtém-se uma 
resposta a entrada-nula:

λ = α + βj λ = α − βj
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Raízes complexasRaízes complexas

f(x)=e^(-2x)cos(10x)

x

f(x)

α= β + θ0( ) cos( )ty t ce t

0( )y t

= 1c
α = −2
β = 10
θ = 0
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Resposta a entradaResposta a entrada--nula de um sistema de ordem Nnula de um sistema de ordem N

α β + θcos( )tce t

2 1, , ,...,t t t r te te t e t eλ λ λ − λ

,( 1,2,..., )ite i Nλ =Raízes simples

Raízes múltiplas
(multiplicidade r)

Raízes complexas conjugadas

Forma dos modos:Forma das raízes:

1 2, ,..., Nλ λ λ

λ λ λ14243
vezes

, ,...,
r

λ = α + βj λ = α − βj
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Resposta a estadoResposta a estado--nulonulo

Sistema

Determinou-se já a forma de calcular a resposta a entrada-nula de um
sistema descrito por equações diferenciais.

É agora necessário determinar a resposta de um tal sistema a um
sinal de entrada não nulo, ou seja, determinar a resposta a estado-
nulo. x(t) y(t)

?????????????????

Sendo a variedade de possibilidades para o sinal de entrada infinita, a
tarefa de conseguir prever a saída parece impossível.
No entanto, a tarefa fica simplificada se interpretarmos o sinal de
entrada como sendo uma combinação de sinais simples.

Sistema
1ª ordem

x(t) y0(t)

0( ) ty t ceλ=
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Resposta a estadoResposta a estado--nulonulo

O sinal de entrada x(t) pode então (por aproximação) ser decomposto 
na soma de vários sinais mais simples:

Neste caso x(t) é expresso como a soma de vários pulsos deslocados no tempo.
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Expressando analiticamente o sinal de entrada x(t) como uma
soma de funções mais simples:

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ... ( )m mx t a x t a x t a x t= + + +

dado estarmos a tratar de sistemas lineares, a resposta y(t),
assume a forma:

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ... ( )m my t a y t a y t a y t= + + +

onde yr(t) é a resposta a estado-nulo a uma entrada xr(t). 
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Resposta a estadoResposta a estado--nulonulo

Nesta situação um sinal de entrada arbitrário pode ser substituído por uma
soma pesada (combinação linear) de pulsos. Assim, se conhecermos a
resposta do sistema a um pulso, podemos imediatamente determinar a
resposta do sistema a uma entrada arbitrária x(t) adicionando a resposta do
sistema a cada pulso em que se pode decompor x(t). Isto é possível por
estarmos a tratar de sistemas lineares.

Podemos aproximar x(t) por uma soma de pulsos rectangulares de
largura ∆λ e de valor (altura) variável. A aproximação melhora à medida
que ∆λà0.
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Decomposição da entradaDecomposição da entrada

Sistema

Sistema

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ... ( )m mx t a x t a x t a x t= + + +
1 1 2 2( ) ( ) ( ) ... ( )m my t a y t a y t a y t= + + +

Sistema linear e invariante no tempo
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Resposta a estadoResposta a estado--nulonulo

Por decomposição da entrada em sinais mais simples, é possível
determinar a resposta a um sinal qualquer.

A única condição necessária, é ser já conhecida a resposta do sistema a
esse sinal mais simples.

A decomposição do sinal de entrada ocorre na forma:

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ... ( )m mx t a x t a x t a x t= + + +

E a resposta do sistema na forma:

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ... ( )m my t a y t a y t a y t= + + +

Esta forma de análise só foi possível devido às propriedades da
invariância temporal e da linearidade dos sistemas.
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Quantificação do sinal que aproxima a entradaQuantificação do sinal que aproxima a entrada

t=n∆τ
∆τ ∆τ ∆τ∆τ

A largura dos pulsos que aproximam o sinal x(t) é ∆τ.

À medida que ∆τà0, o pulso rectangular sombreado localizado em t=n∆τ
na figura, aproxima um impulso no mesmo instante de intensidade
x(n∆τ)∆τ (a área sombreada debaixo do pulso rectangular).
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Quantificação do sinal que aproxima a entradaQuantificação do sinal que aproxima a entrada

∆τ
t=n∆τ

x(n∆τ)

∆τ

x(n∆τ)

Apulso =x(n∆τ). ∆τ

x(n∆τ)∆τ.δ(t- n∆τ)

Fazendo ∆τà0 Este impulso continua a ter
área x(n∆τ).∆τ, no entanto é
agora um impulso localizado
em t=n∆τ:

∆τ∆τ

∆τ

x(n∆τ)



ESTV – DEE – Teoria dos Circuitos e do Sinal

Resposta a estadoResposta a estado--nulonulo

Os pulsos transformam-se no limite, à medida que a sua largura se
aproxima de zero, em impulsos.

Um sinal qualquer pode então ser interpretado como uma soma infinita
de impulsos infinitesimalmente próximos.
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Resposta a impulsoResposta a impulso

Mostra-se desta forma que conhecendo a resposta de um sistema a um
impulso, podemos determinar a saída para um sinal de entrada genérico
x(t).

A resposta a impulso de um sistema LITC é vulgarmente designada por
h(t).

Sistema

x(t) y(t)

?????????????

Assim sendo, a resposta do sistema a um sinal de entrada é a soma da
sua resposta às várias componentes de impulsos que compõe esse sinal
de entrada.
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Resposta a ImpulsoResposta a Impulso

Sistema

h(t)•(t)

Uma entrada impulsiva aparece momentaneamente em t=0 e depois
desaparece, o que gera armazenamento de energia no sistema e cria
condições iniciais não nulas no sistema instantaneamente para t=0+.

A resposta a impulso h(t) é a resposta do sistema a um impulso de
entrada aplicado em t=0 com todas as condições iniciais nulas em t=0-.

Apesar de o impulso desaparecer para t>0, o sistema tem ainda uma
resposta gerada pelas condições iniciais criadas pelo impulso.

h(t)=termos com modos característicos, t≥0+

A resposta a impulso h(t) deve portanto consistir nos modos
característicos do sistema para t≥0+. Como resultado
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Resposta a ImpulsoResposta a Impulso

Num dado instante t=0, pode no máximo ocorrer um impulso, assim a 
forma da resposta completa h(t) é dada por

h(t)=termos com modos característicos, t≥0+

h(t)=Aδ(t) +  termos c/ modos característicos, t≥0

A expressão geral para a resposta a impulso é dada por:

= δ + 0( ) ( ) [ ( ) ( )] ( )n hh t b t P D y t u t

onde bn é o coeficiente do termo de ordem N em P(D), e y0h(t) é a
resposta a entrada nula do sistema sujeito às seguintes condições
iniciais: − − −= = = = = =1 2 3 1

0 0 0 0 0(0) 1, (0) (0) ... (0) (0) 0n n n
h h h h hy y y y y

Onde            é o valor da derivada de ordem k de y0(t) em t=0.0 (0)k
hy

Esta resposta é válida para t>0. Mas o que acontece para t=0?
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Resposta a Impulso deslocado no tempoResposta a Impulso deslocado no tempo

Se h(t) é a resposta de um sistema LITC à entrada δ(t), então caso seja
aplicada a entrada δ(t-τ), a saída do mesmo sistema será h(t-τ). Isso é
devido à propriedade de invariância temporal dos sistemas LITC.

Sistema

h(t)•(t)

Sistema

•(t-τ) h(t-τ)

τ τ
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Resposta a estadoResposta a estado--nulonulo

Sistema

Sistema

x(n∆τ)∆τ.δ(t- n∆τ)

δ(t- t0)

δ(t)

− 0( )h t t

( )h t

Sistemaδ(t- n∆τ) − ∆τ( )h t n

Sistema

Sistema

+∞

=−∞

= ∆τ − ∆τ ∆τ∑( ) ( ) ( )
n

y t x n h t n
+∞

=−∞

= ∆τ δ − ∆τ ∆τ∑( ) ( ) ( )
n

x t x n t n Sistema

∆τ ∆τ ⋅ − ∆τ( ) ( )x n h t n

t0

n••

n••

t0

n••

n••
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Resposta a estadoResposta a estado--nulonulo

+∞

∆τ→
=−∞

= ∆τ − ∆τ ∆τ∑0
( ) lim ( ) ( )

n

y t x n h t n

+∞

−∞

= τ − τ τ∫( ) ( ) ( )y t x h t d

Para se aproximar o sinal de entrada tanto quanto possível, deverá
fazer-se .∆τ→0

Isto implica que:
+∞

∆τ→
=−∞

= ∆τ δ − ∆τ ∆τ∑0
( ) lim ( ) ( )

n

x t x n t n

se transforma em:
+∞

−∞

= τ δ − τ τ∫( ) ( ) ( )x t x t d

Em termos de saída:

Transforma-se em:

Sistema
+∞

−∞

= τ δ − τ τ∫( ) ( ) ( )x t x t d
+∞

−∞

= τ − τ τ∫( ) ( ) ( )y t x h t d

Integral de convolução
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Resposta a estadoResposta a estado--nulonulo

Sistema
+∞

−∞

= τ δ − τ τ∫( ) ( ) ( )x t x t d
+∞

−∞

= τ − τ τ∫( ) ( ) ( )y t x h t d

Note-se que a entrada é interpretada como sendo uma soma infinita
de impulsos, cada um com a amplitude (área) do sinal de entrada no
mesmo instante.
Dada a linearidade e a invariância temporal dos sistemas em estudo,
a saída será então uma soma infinita de respostas a impulso
localizadas em cada instante e com o mesmo peso do impulso
que lhe deu origem.

τ( )x

Sistema
+∞

−∞

= τ δ − τ τ∫( ) ( ) ( )x t x t d
+∞

−∞

= τ − τ τ∫( ) ( ) ( )y t x h t d
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Integral de convoluçãoIntegral de convolução

Dada a sua importância em diversas áreas da engenharia, o integral
anterior recebe um nome particular: integral de convolução.

+∞

−∞

= τ − τ τ∫( ) ( ) ( )y t x h t d

A convolução de duas funções f1(t) e f2(t) é definido da seguinte forma:

1 2 1 2* ( ) ( )f f f f t d
+∞

−∞

= τ − τ τ∫
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Propriedades do integral de convoluçãoPropriedades do integral de convolução

1 2 2 1( ) * ( ) ( ) * ( )f t f t f t f t=Propriedade comutativa:

Propriedade distributiva:

Propriedade associativa:

Propriedade do deslocamento temporal:

Convolução com um impulso:

Propriedade da duração: Se f1(t) e f2(t) têm a duração de T1 e T2 então 
a duração de f1(t)*f2(t) será de T1+T2.

1 2 3 1 2 1 3( ) * ( ) ( ) ( ) * ( ) ( )* ( )f t f t f t f t f t f t f t+ = +  

1 2 3 1 2 3( )* ( ) * ( ) ( )* ( ) * ( )f t f t f t f t f t f t=      

1 2

1 2

1 2

( ) * ( ) ( )
( ) * ( ) ( )
( ) * ( ) ( )

f t f t c t
f t f t T c t T
f t T f t c t T

=
− = −

− = −

( ) * ( ) ( ) ( )f t t f t d
+∞

−∞

δ = τ δ − τ τ∫

1 2 1 2* ( ) ( )f f f f t d
+∞

−∞

= τ − τ τ∫
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Tabelas de convoluçãoTabelas de convolução

A tarefa de convolução é
consideravelmente simplificada
pelo uso de uma tabela de
convolução.

Esta tabela, que lista vários
pares de sinais f1(t) e f2(t) e o
resultado da sua convolução
f1(t)*f2(t), pode ser usado para
determinar y(t), a resposta do
sistema a uma entrada x(t), sem
realizar a tarefa árdua de
integração.



ESTV – DEE – Teoria dos Circuitos e do Sinal

Resposta total de um sistema Resposta total de um sistema –– intuitiva e analíticaintuitiva e analítica

Sistema

x(t) y0(t)

Sistema

x(t)
yen(t)

Sistema

x(t) y(t)

λ

=

= +∑ 14243
142431 Resposta a estado-nulo

Resposta a entrada-nula

Resposta_total ( )* ( )j

n
t

j
j

c e x t h t

λ

=
∑
142431

Resposta a entrada-nula

j
n

t
j

j

c e

14243
Resposta a estado-nulo

( ) * ( )x t h t

λ

=

+∑
1

( )* ( )j

n
t

j
j

c e x t h t
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Resposta total de um sistemaResposta total de um sistema

A resposta total de um sistema linear pode ser expressa como a soma da
sua resposta a entrada-nula com a resposta a estado-nulo:

λ

=

= +∑ 14243
142431 Resposta a estado-nulo

Resposta a entrada-nula

Resposta_total ( )* ( )j

n
t

j
j

c e x t h t

Determinação da resposta total de um sistema a uma entrada:
n Da equação diferencial do sistema determinam-se as raízes

características e de forma imediata os modos característicos;

n Os coeficientes c1, c2,...,cn nesta resposta são determinados
recorrendo a n condições auxiliares;

n Pela combinação linear destes modos determina-se a expressão
genérica da resposta a entrada-nula.

n Pela equação do sistema é possível determinar h(t), a resposta a
impulso do sistema.

n Conhecendo a resposta a impulso h(t) e a entrada do sistema x(t), 
determina-se a resposta a estado-nulo convolvendo x(t) com h(t).
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Estabilidade de um sistemaEstabilidade de um sistema

Se um sistema LITC tem n raízes características distintas λ1, λ2,..., λn, a
resposta a entrada-nula é dada por:

0
1

( ) j
n

t
j

j

y t c eλ

=

= ∑

Pelo conhecimento prévio de
exponenciais:

0 Re 0
lim

Re 0
t

t
eλ

→∞

λ <
= 

∞ λ >

Esboçando a localização das raízes num plano complexo, se uma raiz
característica λ se localiza na metade esquerda do plano, a sua parte
real é negativa (Re λ<0). Da mesma forma, se uma raiz λ se localiza na
metade direita do plano complexo, a sua parte real é positiva (Re λ>0).
Ao longo do eixo imaginário, a parte real é nula (Re λ=0).
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Estabilidade de um sistemaEstabilidade de um sistema

Os modos característicos relativos a raízes no lado esquerdo do
plano complexo desaparecem à medida que tà∝

Os modos relativos a raízes localizadas no lado direito do plano
crescem sem limite à medida que tà∝.

Os modos correspondentes a raízes localizadas no eixo imaginário
são da forma e são limitados (nem
desaparecem nem crescem sem limite) à medida que tà∝.

( ) ( )β = β + βcos sinj te t j t

0 Re 0
lim

Re 0
t

t
eλ

→∞

λ <
= 

∞ λ >

y0(t)

0( ) ty t ceλ=

λ >Re 0

λ <Re 0
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Estabilidade de um sistema: raízes múltiplasEstabilidade de um sistema: raízes múltiplas

À medida que tà•, à0, se Re λ <0 (λ na metade esquerda do
plano complexo). Assim sendo, raízes múltiplas na metade esquerda
do plano não causam instabilidade.

Quando as raízes múltiplas estão no eixo imaginário (λ=jω), os modos
correspondentes tendem para infinito
à medida que tà•. Assim, raízes repetidas no eixo imaginário
provocam instabilidade.

2 1, , ,...,t t t r te te t e t eλ λ λ − λ

( ) ( )ω  = ω + ω cos sink j t kt e t t j t

Os modos relativos a uma raiz λ repetida r vezes são

k tt eλ
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Localização das raízes características Localização das raízes características •• estabilidadeestabilidade

Localização das raízes características Resposta a entrada-nula

Re

Im

x t

y0(t)

λ=0( ) ty t ce

Raíz real nula =0( )y t cλ = 0

c

Sistema
marginalmente 

estável
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Localização das raízes características Localização das raízes características •• estabilidadeestabilidade

Localização das raízes características Resposta a entrada-nula

Re

Im

x t

y0(t)

λ λ= +0 1 2( ) t ty t c e c te

x

Sistema 
instável

Raíz dupla real nula
= +0 1 2( )y t c c t

λ = ∨ λ =0 0

c1
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Localização das raízes características Localização das raízes características •• estabilidadeestabilidade

Localização das raízes características Resposta a entrada-nula

Re

Im

x t

y0(t)

x

λ=0( ) ty t ce

Raízes simples reais negativas

Sistema 
estável

λ < 0



ESTV – DEE – Teoria dos Circuitos e do Sinal

Localização das raízes características Localização das raízes características •• estabilidadeestabilidade

Localização das raízes características Resposta a entrada-nula

Re

Im

x t

y0(t)

x

λ=0( ) ty t ce

Sistema 
instável

Raízes simples reais positivas

λ > 0
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Localização das raízes características Localização das raízes características •• estabilidadeestabilidade

Localização das raízes características Resposta a entrada-nula

Re

Im

x

t

y0(t)

x

( )α= β + θ0( ) costy t ce t

xx

Raízes complexas com parte real negativa

Sistema 
estável

λ = α ± βj
α < 0



ESTV – DEE – Teoria dos Circuitos e do Sinal

Localização das raízes características Localização das raízes características •• estabilidadeestabilidade

Localização das raízes características Resposta a entrada-nula

Re

Im

x

t

y0(t)

x

x

x

Raízes complexas com parte real negativa

Sistema 
estável

α < 0
λ = α ± βj

( )α= β + θ0( ) costy t ce t
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Localização das raízes características Localização das raízes características •• estabilidadeestabilidade

Localização das raízes características Resposta a entrada-nula

Re

Im

x

t

y0(t)

x

x

x Sistema 
instável

Raízes complexas com parte real positiva

α > 0
λ = α ± βj

( )α= β + θ0( ) costy t ce t
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Localização das raízes características Localização das raízes características •• estabilidadeestabilidade

Localização das raízes características Resposta a entrada-nula

Re

Im

x

t

y0(t)

x

x

x
Sistema

marginalmente 
estável

α = 0λ = α ± βj

( )α= β + θ0( ) costy t ce t
α = 0

( )= β + θ0( ) cosy t c t
Raízes complexas com parte real nula

(imaginárias puras)
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Localização das raízes características Localização das raízes características •• estabilidadeestabilidade

Localização das raízes características Resposta a entrada-nula

Re

Im

x

t

y0(t)

x

x

x

Raízes complexas duplas com parte real nula
(raízes imaginárias puras duplas)

Sistema 
instável
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Estabilidade de um sistemaEstabilidade de um sistema

Sumariando:

1- Um sistema LITC é estável se, e só se, todas as raízes características se
encontram na parte esquerda do plano complexo. As raízes podem ser
simples ou múltiplas.

2- Um sistema LITC é instável se, e só se, uma ou ambas das seguintes
condições se verificarem: i) pelo menos uma das raízes se encontra na
metade direita do plano complexo; ii) existem raízes repetidas no eixo
imaginário.

3- Um sistema LITC é marginalmente estável se, e só se, não existem raízes na
metade direita, e existem raízes simples (não repetidas) no eixo imaginário.
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