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Teoria dos Circuitos e do Sinal - Aulas

n Aulas tedricas
n 2 horas semanais (1+1)

n Aulas Teoérico-Praticas
n 3 horas semanais (2+1)
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Teoria dos Circuitos e do Sinal - Horario
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Teoria dos Circuitos e do Sinal - Avaliacao

n Epocanormal
n Uma prova escrita de frequéncia.
n Uma prova escrita de exame.

n Para ter aprovacao na disciplina, o aluno tera de obter uma
classificacao final igual ou superior a 9,5.

n Epoca de Recurso
n Uma prova escrita de exame.

n Poderdo participar na época de recurso 0os alunos que néao
obtiverem aprovac&o na época normal ou os que, tendo obtido
aprovacdo na epoca normal, pretendam obter melhoria de
classificacéo.
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Calendario Escolar — Ano lectivo 2006/07

1° Semestre

Inicio Fim
Semestre 18/Set/2006 15/Dez/2006
Férias(Natal) 18/Dez/2006 03/Jan/2007
Epoca Normal (Frequéncias e exames) 04/Jan/2007 31/Jan/2007
Epoca de Recurso 07/Fev/2007 17/Fev/2007

ESTV — DEE - Teoria dos Circuitos e do Sinal




Definicao de Circuito

n Circuito sera interpretado nesta cadeira como
Sistema. Assim Circuito sera toda a entidade que
processa sinais de entrada e gera sinais de saida ou
algum comportamento desejado.

Sinal de entrada |:> Sistema |:> Sinal de saida
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Exemplos de sistemas

i

e Circuito
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Exemplos de Sistemas

(© Clutch
@ Clutch Pedal
() Manual Transmission

Drum Brakes

D000 Hew s Works

Disc Brakes

e Sistemas de travagem e embraiagem automovel
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Exemplos de Sistemas

e (Colb6nia de bactérias
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Exemplos de Sistemas

_- rirneiro Meurdnio
1 ':n Motar

Segunda
Meurdnio kotor

— MNervo
FPeriférico

Meurdnio
hotor

e Corpo humano
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Definicao de Sinal

Um Sinal € um conjunto de informacido ou dados.

Os sinais contém iInformacao sobre o)
comportamento de algum fenédmeno

Os sinais sao representados matematicamente
como funcdo de uma ou mais Vvariaveis
Independentes (geralmente o tempo).
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Exemplos de sinais

n Gravacao de fala (palavra “We”).

3 .
T T T T 1T 1 T1

§ Perfil vertical do vento
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Exemplos de sinais

8Anomalias no campo geomagnético
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Exemplos de sinais
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AplicacoOes da
Teoria do Circuito e do Sinal

n Caracterizar com precisao certos sistemas para
perceber como reagira o sistema a diferentes sinais
de entrada.

n Noutros problemas de analise de Teoria do Circuito e
do Sinal, em vez da analise de um sistema importa
antes o processamento de um sinal.

n Em algumas aplicacbes é ainda necessario desenhar
sistemas para retirar informacao especifica de sinais.
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Sinais continuos e discretos
no tempo

Uma forma de classificar sinais é fazé-lo de acordo com a
natureza da variavel independente.

Um sinal que é especificado para qualquer valor de t
(variavel independente tempo) €é chamado de sinal
continuo.

Um sinal que é especificado para valores discretos de t é
chamado de sinal discreto.

O simbolo t denotara a variavel independente tempo para sinais
continuos: x(t). Para sinais discretos o simbolo k desempenhara
funcao semelhante: x[k].
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Exemplos de sinais continuos

no tempo
\//\

n Sinais continuos

X4(t) = cos w4t Tempo continuo t

NANAN
VYV VY
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Exemplos de sinais discretos
no tempo

n Sinais discretos

400

»
350 "I YL A, | ™
3004711 AT AREART LA ""..""M
250 - Tr o211
200 |-

s b x[n]
100 ..?..$.ﬁ “ v e

50 | | h #

oo a T mﬂh r”

§ Exemplo de sinal discreto: |nd|ce
Dow Jones semanal no ano de 1929.
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Continuos ou discretos
no tempo?

n Estes sinais serao continuos ou discretos no tempo?

u(® 4

] : - t

Xxg (1)
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Sinais periodicos e aperiodicos

Um sinal continuo x(t) sera periodico se existir um valor T que
satisfaca
X(t)= x(t+n.T)
gualguer que seja o t, sendo n um inteiro.

Nesse caso x(t) sera um sinal peridédico de periodo T.

O periodo fundamental T, € o menor valor positivo de T que
verifica a equacao anterior.

Um sinal que n&o verifique a equacao anterior e dito
aperiodico.
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Sinais periodicos em tempo discreto

n Um sinal discreto x[k] sera peridédico com periodo N, onde N é
um inteiro positivo, se se mantiver inalterado apo0s um
deslocamento no tempo de N, ou seja.

X[k]= x[k+n.N]

gualguer que seja o k, sendo n um inteiro.

n O periodo fundamental N, € o menor valor positivo que
verifica a equacao anterior.
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Exemplos de sinais periddicos

Acos(wt + 6)
A+
i
i
|
_m+26 I x—28
2w 2w
N ! / ~ t
/ 0o
3m + 20 _2 3 — 26
T 7] 2w
_A_r

1.5

1 [ 4 L]

LU

x[n)

Al

-1}e

n Sinal periédico discreto no tempo

-15

| |

-10 -5 0 5
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Exemplos de sinais aperiodicos

x(®)

n Sinal aperiddico continuo no tempo

x[n]

n Sinal aperiodico discreto no tempo
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Sinals elementares:
Degrau unitario

n Degrau unitario
Este sinal & definido por:

1, t>0 1, k>=0
u()= < ulk]= <
0, t<0 \ 0, k<O
u(t) 1 u[K]
) i
I t: — O o >
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Sinals elementares:
Impulso unitario

n Este sinal é representado por d(t), sendo
geralmente chamado de funcao delta de
Dirac, ou simplesmente funcao delta.

Caracteristicas:
d(0) & ¥

d(t) dt)=0,t10

+o d(t)
“d(t) dt = 1
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Sinals elementares:
Impulso unitario

n Para sinais discretos o impulso d[k] tem uma
representacao de interpretacdo mais
simples:
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Transformacdes na variavel independente

Sinal |:>

A maioria destas transformacdes ocorre na variavel independente —

Sistema

|:> Sinal Transformado

Dado que a variavel independente na presente descricdo de sinais € o tempo,
estas operacoes sao descritas como:

n translacao temporal

n inversao temporal

n escalonamento temporal



Transformacdes na variavel independente

tX(1)

::>transla(;éo temporal

n inversao temporal

n escalonamento temporal 1 xl(t)
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Transformacdes na variavel independente
1 x(1) 4 X1 (D)=x(t-ty)

N

Considerando-se um sinal x(t), uma representacao
jrangagao temporal deste sinal deslocado no tempo sera um novo sinal
X4(t) que se relaciona com o anterior por:

X1 (t)=x(t-1,).

v

b

n inversao temporal

A translag&o no tempo é de t, segundos.
n escalonamento temporal

Para t,>0 ocorre um atraso no sinal (sinal
deslocado para a direita num sistema de eixos),
para t,<O o sinal aparece adiantado (sinal
deslocado para a esquerda).




Transformacdes na variavel independente

A X(t)
t
ranslaco temporal Para t,>0 ocorre  um atra_so no sm_al (sinal
deslocado para a direita num sistema de eixos).

1 X1 (t)=x(t-1o)

n inversao temporal

»
>

n escalonamento temporal T _
to t

Para t,<O0 o sinal aparece adiantado (sinal
deslocado para a esquerda).

[ Xo(t)=x(t-to)




Transformacdes na variavel independente

x(t) x(t = ty)

jvranslagéo temporal &k [_\ ro
\
e |l |
0

211105 ; 4 \
n escalonamento temporal v T P
| ﬂmh “h, L

Note-se que a analise feita para tempo continuo é
também valida para tempo discreto. x,[K]=x[k-kg]
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Transformacdes na variavel independente

tX(1)

n translacéo temporal

>inverséo temporal

n escalonamento temporal T x.(t)
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Transformacdes na variavel independente

Da inversédo temporal de x(t) obtéem-se um novo
sinal x,(t) que se relaciona com o anterior através

n translac&o temporal de:
Xy ())=x(-1).
jinverséo temporal O sinal x(-t) é obtido a partir do sinal x(t) fazendo
uma reflexao em t=0.

n escalonamento temporal .
Note-se que o que quer que aconteca ao sinal

original no instante t, acontece ao sinal invertido
no instante —t. Assim, para inverter um sinal
definido por uma expressao analitica, substitui-se
t por —t.
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Transformacdes na variavel independente
Inversdo temporal de um sinal continuo

x(t) x(—t)

AR

-1 0 1 2 t -2 -1 0 1

n translagao temporal Inversao temporal de um sinal discreto

i

hr,lwfnﬂﬂ ~

n escalonamento temporal
(b

Note-se que a analise feita para tempo continuo é
também valida para tempo discreto. x,[K]=x[-K]
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Transformacdes na variavel independente

4 X(t)

n translacéo temporal

n inversao temporal

jescalonamento temporal T x.(t)
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Transformacdes na variavel independente

A compressao ou expansao de um sinal é
conhecida como escalonamento temporal.

n translacéo temporal
A variavel independente € multiplicada por um
factor K que produz o efeito de escalonamento.

n inversao temporal
 Para |K|>1, x(Kt) representara uma versao
jescalonamemo temporal compactada _de X(t) (o sinal existe num intervalo

de tempo mais reduzido).

o Para |K|<l, x(Kt) representara uma versao
expandida de x(t) (o sinal existe num maior
intervalo de tempo).
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Transformacdes na variavel independente

S X(t)
t
Para |K|>1, x(Kt) representara uma versao
n translagao temporal compactada de x(t) (o sinal existe num intervalo
de tempo mais reduzido).
o 1 X1 (1)=x(Kt)
n inversao temporal
jescalonamento temporal
t
Para |K|<1l, x(Kt) representara uma versao
expandida de x(t) (o, sinal existe num maior
intervalo de tempo). X,()=x (K1)
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Transformacdes na variavel independente

x(t) x(31) x(t/2)

2

N DO

-1 0 t - 0 2

oo | —
s |

n translacéo temporal

n inverséo temporal (1)

::> escalonamento temporal "
x(2t)

x({t/2)

T
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Sistemas

n Um sistema pode ser caracterizado quanto ao tipo de sinais
de entrada e de saida:

n Sistema Continuo
n Sistema Discreto
n Sistema Analdgico

n Sistema Digital
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jSistema Continuo
n Sistema Discreto
n Sistema Analdgico

n Sistema Digital

Sistemas

Um sistema de tempo-continuo € um sistema em
gue sinais de entrada temporalmente continuos sao
transformados em sinais de saida continuos.

' X(t) ty(0)

N
/\ \/\ = [ Stema — \\//

/ Comdnue

Sinal de entrada de Sinal de saida de
tempo continuo tempo continuo

v
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n Sistema Continuo

jSistema Discreto
n Sistema Analbgico

n Sistema Digital

Sistemas

um sistema de tempo-discreto transforma sinais
discretos de entrada em sinais de saida também

temporalmente discretos.

x[K]

A

.

=

Sinal de er

itrada de

tempo discreto

e
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Sinal de saida de
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n Sistema Continuo

n Sistema Discreto

jSistema Analdgico

jSistema Digital

Sistemas

Um sistema cujos sinais de entrada e saida séo
analogicos € um sistema analogico. Um sistema
cujos sinais de entrada e de saida sao digitais € um
sistema digital.

As expressbes “tempo-continuo” e “tempo-discreto”
qualificam a natureza dos sinais ao longo do eixo
temporal (eixo horizontal na representagao comum
de sinais).

Os termos *“analogico” e “digital” qualificam a
natureza dos sinais quanto a amplitude (eixo
vertical).
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Sistemas

n Um sistema diz-se homogéneo se para qualquer
entrada x(t) (que produz uma saida y(t) no sistema)
e gqualqguer numero real a, a resposta do sistema a

entrada ax(t) seja ay(t).

) rRS—
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R A R SR R [ SN I A N AN «1\3/ S S Ak T [ N N T AR N ERR AN
T istema A VY AA Y P VR VR
NS . S N \/ \/ \/ \J \J /
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/ \ / [ I [ |
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n

Sistemas

Um sistema diz-se aditivo se para quaisquer dois sinais de

entrada X

] X,(t)

1 Xq(B)+ Xo(t)

8
P TN
/ N\ /

\ / \

\
/ \
/ \
/ \ :
LI
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Sistema

() e xX,(H, a resposta a soma das entr
X, ()+X,(t) é igual a soma das respostas a cada sinal.

1 %4(1)

Sistema

Sistema




Sistema Linear

n Um sistema € linear se for simultaneamente aditivo e
homogéneo, ou seja, para quaisquer sinais de entrada
X, (1), x,(t)*dbquaisquer valores escalares a,, resposta

é‘ entradaalxl(t,)_l_azrig Sistema t +3a ,t \P= LI Y I) €
y,(t) as respostas d :sns ern IS X, (t) e Xx,(1)
|soladame{11,'(<29(}) ()

T TN PN j’,‘“\\ N

- ¥ N N N n
/ N\ \ [\ [\ i [\
\ / N\ o5t/ N / \ [\ ~ [\ /A o ~ /A
/ \ / / N\ [ ~ N\ I \ ™| / \ ™~ N [\
A /, \ / \\ / AN . VNN ,/ \ AVVAYN IR AR VAY [
IR A T R [ S O B TR A /A Y TR T B WA N A o S N N B E O A T 5
/ ISstema |/ NEAVAVARY BRI G RAVAVARY VYA
AN AN pa N \/ \J \V ) \J \ /
+

~ ~

172X, (t)+ 4x%,(t)
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7/ \ /N

7\
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/ 35 /
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Sistema Invariante no Tempo

n Um sistema é dito invariante no tempo se uma translacao temporal
no sinal de entrada causa uma translacao idéntica no sinal de saida.

Se y(t) é a saida correspondente a entrada x(t), um sistema invariante

no tempo apresentard uma saida

entrada.
1 x()

=

4 X(t-T) Sinal de entrada d

Sistema

eslocado

=

Sistgma

| t

=

=)

y(t-T) quando x(t-T) for a sua

v

y(t-T),

' Sinal de saida deslocado
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Sistemas com e sem Mem©oaria

n Se a saida de um sistema num instante t depende apenas da
entrada nesse instante o sistema é chamado sem memaoaria.

n Um sistema cuja saida em t € completamente determinada
pelos sinais de entrada durante os T segundos prévios,
[intervalo de (t-T) até t] € um sistema de memoaria finita com
memoria de T segundos.

n Classifigue quanto a memoria o0 sistema descrito pela
seguinte relacao entre o sinal de entrada (x(t)) e o sinal de
saida (y(t)):

n y(t) = 12 + 5x(t-1)
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Sistemas causails e nao causais

n Um sistema diz-se causal se para um instante t,, a saida do
sistema y(t,) resultante da entrada x(t) ndo depende de valores de
X(t) posteriores a t, (t>t,).

tx(1) 1y

/ k ::> Sistema]) )
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Sistemas estaveis e instaveis

n Um sistema € estavel se, para qualquer sinal de entrada de
amplitude limitada, a resposta do sistema y(t), € tambem
de amplitude limitada:

\ K\ N j . Dfistematl o) T\ /7<
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Sistemas Inversos

n Um sistema e inversivel se, a partir da sua saida, se consegue
determinar qual a entrada que Ihe deu origem. Isto implica que é
possivel construir um sistema inverso que quando ligado em seérie
com O primeiro sistema permite obter o sinal original.

v X() y Y@ y f()

\\/'\ //= = @ m) \\\/\\// ) -@ =) \\/’\ //=

G =)

() =x(t)

O Sistema?2 é inverso do Sistemal
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Modelo de Sistemas

n A teoria dos sistemas visa uma variedade de sistemas, desde
eléctricos, mecéanicos, hidraulicos, acusticos, electromecanicos,
guimicos, e ainda sociais, econdémicos e bioldgicos.

n O primeiro passo para a analise de um sistema €& a construcédo do
modelo do sistema, que €& geralmente uma expressao
matematica que aproxima o desempenho dinamico do sistema.

X(t) =

e t)/ o 6
t) = In?(/acosxt +tanh?/ Q
y(t) \/ 2 5 (x(®)) X(t) g
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Exemplo de Descricao Matematica de Sistemas

n Sistema mecanico translacional

Os elementos basicos de modelacao de sistemas mecanicos
translacionais sao massas, molas e amortecedores.

Nas expressodes seguintes: M € a massa, K € a constante de

elasticidade da mola e B é o coeficiente de amortecimento do
amortecedor.

| 1Y® N0
[ () .
< Componente diferencial (22 ordem)
Ky(t) = f{&) ~ ﬂ
Componente diferencial (12 ordem) d y(t)
Rela(;éo linear ESTV — DEE - Teoria dos Circuitos e do Sinal dt = f (t)

Componente diferencial de ordem 0



Exemplo de Descricao Matematica de Sistemas

n Sistema mecanico rotacional

n Relacéo entre o binario de entrada (T - torque) e o0 angulo de saida
(g) no sistema ilustrado na figura

8(r)

K AR \
R -

=N J v
-if— B

r omponente diterencial (22 ordem)

2
;470 g da®)
dt dt

Componente diferencial i i

(12 ordem)
ESTV — DEE - Teoria dos Circuitos e do Sinal

+ Kg(t) =T(1)



Exemplo de Descricao Matematica de Sistemas

n Sistema electromecanico

n Uma vasta variedade de sistemas electromecanicos convertem
sinais eléctricos em movimento mecanico e vice-versa.

f
Componente diferencial (22 ordem)
390, 599 -y i
dt? dat '

Componente diferencial i i
(12 ordem)
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Exemplo de Descricao Matematica de Sistemas

n No curso de Eng. Electrotécnica serao naturalmente mais comuns
0S sistemas eléctricos.

n Tambéem estes assumem uma descricao diferencial.

R

AWM

Sinal de entrada ' + Sinal de saida
+
X(t) =V - |:> Sistei‘ © Je y(t) = V¢

(tensao aos terminais da fonte) (tenséo aos terminais do condensador)
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Exemplo de Descricao Matematica de Sistemas

(D) = VRFEt) 0 i) =Yt -R Ve (D)
'
) Q JREEE 5 D) =C dvgt(t)
i () =i (t) U

Dado que V. = x(t) e que V. = y(t),
a equacao tem uma descricdo genérica:

Vs(t) - V¢ (t) =C dVC (t) U

R dt d}(;it) + ay(t) = bx(t)
ve@®, 1, =L o
dt Re Ve (t) rc Vs (©) onde a=1/RC e b=1/RC
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Equacdes diferenciais lineares de coeficientes constantes — forma geral

n Os exemplos anteriores demonstram gue um sistema de tempo-
continuo pode ser descrito pela equacéao diferencial que relaciona a
entrada com a saida, que tem a forma genérica:

dy@®, . dUyO L dy)
dt

d" x(t)
dt" odtV ! *

d" tx(t
+aoy(t) :bM dt™ bM-l—()+'

dx(t)
deM-? -+ by d

+ b X(t)

n O simbolo d/dt representa a operacao de diferenciacéo.

n Substitui-se esta notacao por D, obtendo-se uma expressao mais
compacta:

(DM +a,,D"" +...+aD +a,)y(t) = (b,D" + b, ,D"* + ...+ b,D + b )x(t)

l U A | { R A

Derivadas de varias ordens da saida y(t) Derivadas de varias ordens da entrada x(t)

(até a ordem N) (até a ordem M)
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Equacdes diferenciais lineares de coeficientes constantes — forma geral

n Uma classe significativa de sistemas pode entao ser descrita por
equacOes diferenciais, que no operador D assumem a forma
genérica:

(D" + &, ,DV* +...+ 8D +a,) y(t) = (B,D" +1b, ,D"* +...+ D + b )x(t)

— / — _/
—~

-
— Q(D) P(D) —

n Com as|seguintes atribuicdes polinomiais:

—~Q(D) =D" +4a,,D"* +...+aD + a,
P(D) =b,D" +b, ,D™* +...+ b D + b, +

Obtem-se uma nova equacao diferencial que determina
comportamento do sistema:

Q(D).y(t) = P(D).x(t)
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Equacdes diferenciais lineares de coeficientes constantes — forma geral

Sistei

@ n O primeiro passo na analise de um

sistema ¢é determinar a equacao
diferencial que rege o0 seu

comportamento
N N-1 M M-1
dd)t/N(t) +a, , ddtNyg )  + a1 + a,y(t) = d X(t) + b, ddtM)_(St) +...+b ax(t) + b, X(t)

passa-se a equacao diferencial para

n Para simplificacado da notacao,
0 operador D

(D" +a,,D"* +...+aD +3)y(®) = (b,D" + b, ,D"* +...+ B D + B )x(t)

n Atribuindo os polinbmios Q(D) e
P(D) obtém-se uma nova expressao

Q(D).y(t) = P(D).x(t)

n Do polinbmio Q(D), de P(D) e da relacdo entre ambos, sera possivel extrair
toda a informacdo sobre o sistema. Estes polinbmios sédo portanto

fundamentais no seu estudo.
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Resposta de um sistema descrito por equacodes diferenciais aum
sinal de entrada

n A saida de um sistema para t30 € resultado de duas
causas independentes:

n a resposta a entrada-nula: resulta apenas das
condicoes iniciais em t=0 com o sinal de entrada x(t)=0
para t30 (devida a propriedades internas do sistema
como seja a existéncia de armazenamento de energia —
bobinas e condensadores em circuitos eléctricos, molas
em sistemas mecanicos, etc)

n a resposta a estado-nulo: resulta apenas da entrada
X(t) para condic¢les iniciais nulas em t=0.
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Resposta a entrada-nula

n Mesmo sem uma entrada, um sistema pode apresentar um sinal de
saida, para t3 0, devido a armazenamento interno de energia.

+ X0 v Y@

n Esta resposta do sistema, que ocorre sem um sinal de entrada, €
designada por:

Resposta a entrada-nula
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Resposta a estado-nulo

Naturalmente, um sistema, mesmo tendo um estado inicial nulo
(sem energia armazenada), responde a um sinal de entrada.

+ X0 v Y@

. I NANNANANNA

VVVVVV VA

Esta resposta do sistema, na auséncia de um estado enegético
inicial, € designada por:

Resposta a estado-nulo
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Resposta total de um sistema

n Aresposta de um sistema com estado inicial ndo nulo (com energia
armazenada), a um sinal de entrada, sera a soma da resposta a
entrada-nula com a resposta a estado-nulo.

+ X0 AL

VAL

Resposta Total = Resposta a estado-nulo + Resposta a entrada-nula
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Resposta total de um sistema

n As duas componentes da resposta de um sistema Ssao
iIndependentes uma da outra, podendo uma ser calculada
iIndependentemente da outra.

n Para o calculo da resposta de um sistema para certas
condicoes iniciais e determinado sinal de entrada, pode
calcular-se separadamente o sinal gerado na saida e
depois somar o0s sinais resultantes (de resposta a entrada-
nula e de resposta a estado-nulo).

Resposta Total = Resposta a estado-nulo + Resposta a entrada-nula
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Resposta a entrada-nula (y,(t)) de um sistema

n Um sistema é descrito pela equacao diferencial no operador D:

(D +a,.,D"* +...+aD +a)y(®) = (,D" +b, ,D"" +...+ D +h)x(t)
n Recorrendo aos polinédmios Q(D) e P(D), a expressao anterior assume a

forma:
Q(D).y(t) = P(D).x(t)
n Relembrando o conceito de resposta a entrada-nula:
t (1) $Yo()

> ) [Sistemall = \¥

['Q

n Para determinar a expressao analitica da resposta a entrada-nula, que

designaremos por y,(t), a partir da equagado do sistema, teremos de
fazer x(t)=0, obtendo-se a expresséao:

Q(D) xy(t) = P(D)>0 L
Q(D) xy,(t) =0

(DM +a,,D"* +...+aD+a,)y,(t) =0
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Resposta a entrada-nula y,(t)
Sistema de 12 ordem

n Um sistema de primeira ordem tera na expressao que descreve 0 seu
comportamento derivadas até a primeira ordem de derivacédo no sinal de

saida.
Sistema de ordem N:

(DY +a,,DV* +...+aD +a,) y(t) = (b,D" + b, ,D"* + ...+ b,D + b))x(t)

Sistema de 12 ordem: -0
E> (D+a)y()=(®,D" +b, D" +...+bD + bo)/(ﬁ
n Assim, a procura da resposta a entrada-nula passa por determinar a
saida y(t) na equacao anterior, para uma entrada nula:

(D +a))y () =0

n No operador d/dt obtém-se entéo a expressao:

dyO ~ dy,
+ t)=0U = - t
at a\y,(t) ot a,Y, ()
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Resposta a entrada-nula y,(t)
Sistema de 12 ordem

dy, (t)
dt

= - aoyo (t)

n A equacio mostra que a resposta a entrada nula y,(t) € uma funcéo
cuja derivada é da mesma forma que ela propria (a menos de uma
constante multiplicativa: —a,).

n Que funcao apresenta esta propriedade?

n A funcao exponencial. Vamos portanto assumir que a solucao
daquela equacéo sera da forma:

Yo (t) = gcye:

Exponencial genérica
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Resposta a entrada-nula y,(t)
Sistema de 12 ordem

n Conclui-se entao que a resposta a entrada-nula de um sistema de
12 ordem n&o assume uma qualquer forma, mas sim a forma de
uma exponencial:

v x(0) y Yol®) >0

| <O

=

! 2

y,(t) = ce'’

n NAao esquecer gue a expressao.:
y,(t) = ce'’
Representa uma exponencial genérica, pelo que o formato de uma

resposta a entrada-nula de um sistema de 12 ordem, nao tem de ser
necessariamente uma exponencial decrescente.
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Resposta a entrada-nula y,(t)
Sistema de 12 ordem
Substituindo a solucéo:

Y, (t) = ce'

na equacao que permite determinar a resposta a entrada-nula num
sistema de 12 ordem:
dy, (t)

dt = - aoyo(t)

Obtém-se:
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Resposta a entrada-nula y,(t)
Sistema de 12 ordem

Entao, a solucao de

(D +38,)y,(t) =0

Seradaforma y,(t) =ce'' com | =-a,,ouseja

Y, (t) =ce ®

E de notar que ¢ € uma constante arbitraria; a solucdo na
expressao anterior verifica a equacao para qualquer valor de c.
Consequentemente ha uma infinidade de solucdes possiveis
para a equacao.

A solucao unica pode ser determinada se acrescentarmos uma
restricao a solucado. Esta restricdo € vulgarmente dada na forma
de uma condicéo inicial.
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Exemplo para sistema de 12 ordem

v X + YolD)

N

—

Siste

>

- =

=

12 ord

Y, (t) = ce'’

dy(t
ﬁ ) +2y(t) =5x(t)
@ Recorrendo ao uso do operador D.

(D+2) y(t)=5x(t)
! ‘ Como se procura a resposta a entrada-
nula, anula-se a entrada x(t)

(D+2)y,(t)=0
Como ja se verificou que um sistema
@ descrito por (D +a,)y,(t) =0

y,(t)=ce® apresenta uma resposta com a
forma:y,(t) = ce ®
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Exemplo para sistema de 12 ordem

£ X(0)

»

|:> Siste ‘

12 ord Yo (t) =ce?

Fica assim definida a taxa/
de queda da exponencial.

n No entanto, nem tudo esta definido quanto a esta exponencial.
Repare-se que todas as exponenciais seguintes tém o mesmo
parametro ¢, no entanto tém inicio num valor diferente.

A A A

Yo() Yo(t) Yo(t)

N -

»

v
v
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Exemplo para sistema de 12 ordem

+ X r YolD)
+ X r YolD)
+ X v YolD)
\ —"

Conclui-se entdo que a resposta a entrada-nula sO poderd ser
completamente determinada se for conhecida a situac&o inicial do
sistema.
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Resposta a entrada-nula de um sistema de 12 ordem

Recapitulando:

Um sistema de 12 ordem descrito por uma equacao diferencial na
forma:

(D +3a,)y,(t) =0
Tera uma resposta a entrada-nula da forma:
Yy, (t) = ce'

A equacao diferencial que descreve o0 sistema permite que se
determine o parametro « da resposta a entrada-nula.

Y (t) = ce ®

O parametro ¢ dependera das condicdes iniciais do sistema, ou seja,
da energia que ele tem armazenada no inicio.
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Caso particular de 12 ordem

i(t) = VRFEt) 0 i) = V=0 YelD

/N

AW
w( IR N dv, (t)
- -° 1(t) =C
Q (t) = o
Vs(t) - VC (t) =C dVC (t) U
R dt
Dado que V. = x(t) e que V. = y(t),
dv (t) (t) —V (t) a equacao tem uma descricdo genérica:
dt  RC'© dy(t)
, +ay(t) = bx(t)
Logo a resposta a entrada nula sera dt
dada por: 1 onde a=1/RC e b=1/RC

y,(t) =ce R
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Resposta a entrada-nula y,(t)
Sistema de ordem N

(D" +a,.,D"* +...+aD +a) y(t) = (b,D" +h, ,D"* +...+ D+ b));((t)
(DM +a, D' +...+aD +a))y,(t) = (b,D" +b, ,D"* +...+bD + b)) >0
(D" +a, D" +...+aD +3)y,(t) =0

A soma pesada de diversas derivadas da resposta devem anular-se, pelo que
a funcéo exponencial preenche os requisitos como resposta: y,(t) = ce'

(DN +a, D"t +...+aD +ao)ce't =0

clMe'" +ca, " 'e'" +...+cale't +cae't =0

c( ™ +ay,

IN-l

+...+al +a)e'" =0

Para uma solucao néo trivial (c=0 seria a solucao trivial) teremos que ter:

1" +a, IV +..+al +3,=0

Este resultado significa que desde que | verifique a equacéao anterior
ce'’ é solucdo da equacao:
(DN +a,,DV*+...+aD+ ao)yo(t) =0
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Resposta a entrada-nula y,(t)
Sistema de ordem N

(DM +a, ,D"* +...+aD +a)y(t) = (b,D" +b, D" +_..+bD + b))xX(t)
O polinémio Q(D) é dado por: Q(D) =D +a,,D"* +...+aD + a,
Notar que o polinébmio:

I N

+a, " +...+al +a,=0

é igual ao polinomio Q(D) da expressao com D substituido por | .
Ou seja, a equacao anterior pode ser escrita na forma:

Q) =0

Se exprimirmos Q(l ) numa forma factorizada, a equacgédo anterior pode
ainda ser escrita na forma:

QU)=( - 1,00 - 1,)..(l - 1,)=0
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Resposta a entrada-nula y,(t)
Sistema de ordem N
QU)=( -1 -1,)...( -1,)=0
Quais as solucoes desta equacao?
(¢ -1)=00(¢ -1,)=00...0¢ -1,)=0
O1=1,001 =1,0...01 =1,

Verifica-se claramente que | ;,1 ,,...,1 | sdo as solugdes.

Assim, para um sistema de ordem N, ndo ha apenas uma solucao como
ocorria para os sistemas de 12 ordem, mas sim N solugdes.

Por cadaraiz | ha uma exponencial que verifica a equacao, na forma:

e, (i=12,...,N)
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Resposta a entrada-nula y,(t)
Sistema de ordem N

Observe que o polinémio Q(l ) que é caracteristico do sistema, nada tem
a ver com o sinal que se injecta na entrada do sistema. Por esta razao é
chamado o polinbmio caracteristico do sistema.

A equacao _
Q) =0
é chamada equacéao caracteristica do sistema.
Na equacao
QU)=( -1 )0 -1,)...0 -1 )=0

verifica-se claramente que | ;.1 ,,...,1 | sfo as raizes da equacio
caracteristica. Consequentemente sao chamadas de raizes caracteristicas
do sistema. As exponenciais e'*, (i =1,2,...,N) na resposta a

entrada-nula sao chamadas de modos caracteristicos do sistema.
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Resposta a entrada-nula y,(t)
Sistema de ordem N

et (i=1,2,...,N)

Existe um modo caracteristico para cada raiz caracteristica do sistema, e a
resposta a entrada-nula € uma combinacéao linear dos modos caracteristicos
do sistema como é visivel pela expressao:

y,(t) =ce't +ce'? +...+ce'

O atributo mais importante de sistemas LITC (lineares, invariantes no
tempo e causais) sao 0s seus modos caracteristicos.

Os modos caracteristicos ndo s6 determinam a resposta do sistema a
entrada-nula como também desempenham um papel importante na
determinacao da resposta a estado-nulo.
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Resposta a entrada-nula y,(t)
Sistema de ordem N

Conclui-se entdo que um sistema descrito por uma equacao diferencial de
ordem n dada por:

(D" +a, ,DV* +...+aD +a,)y() = (b,D" +b, ,D"* +...+bD +b,)x(t)
apresenta como resposta a entrada-nula:
— | ,t |t |t
y,(t) =ce* +ce? +...+ce
Onde as raizes caracteristicas se retiram da expressao:
Q) =0 -1)d -1,)...(4 -1)=0
Ficam no entanto por determinar as constantes c,, C,, ... , Cy.

A semelhanca do que acontece para os sistemas de primeira ordem,
estas constantes sao determinadas utilizando informacao sobre o estado
Inicial do sistema.

ESTV — DEE - Teoria dos Circuitos e do Sinal



Exemplo: determinacao da resposta a entrada-nula de
um sistema

Um sistema LITC é especificado pela equacao diferencial:

d’y(t) |, .~ dy(t) _ o dx(t)
e +6 It +8y(() =3 It + 5x(t)

Determine Y,(t) (resposta do sistema a entrada-nula) para as
condicdes iniciais:

dy,(0) _
dt

Y,(0) =3, 7
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Exemplo: determinacao da resposta a entrada-nula de
um sistema

d’y(t) , ~dy() dx(t)
+6 +8y(t) =3 + 5x(t
dt? dt yt) dt ®©
O polinomio Q(D) determina-se directamente por inspeccao:
Q(D)=D?+6D +8

Por substituicdo, verifica-se imediatamente que o0 polinbmio
caracteristico do sistema é

Q(l)=1%+6l +8
A sua equacao caracteristica sera obtida igualando o polinomio
anterior a zero, ou seja,
|1°+6l +8=0
Para achar as raizes caracteristicas (fundamentais na determinacao

dos modos caracteristicos) tera que se resolver a equacéao
caracteristica atras obtida.
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Exemplo: determinacao da resposta a entrada-nula de
um sistema

12+6l +8=0U

-6 £+/6% - 4x18 g
2 x1
=2 V | =-4

As raizes caracteristicas sao portanto —2 e —4. Conseguentemente
0Ss modos caracteristicos serao

e—2t . e—4t

A resposta do sistema a entrada-nula sera uma combinacao linear
destes dois modos caracteristicos:

y,(t) =ce® +ce™
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Exemplo: determinacao da resposta a entrada-nula de

um sistema
A e'2t A e_4t
T ¥ [
L] A resposta a entrada-nula sera uma
combinacao linear destes modos
y,(t) =ce* +ce™

4

Yo(f) = e +e™? \
Yo(t) =10e* +e " ?

Yo (t) = e +10e " ?

v
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Exemplo: determinacao da resposta a entrada-nula de
um sistema

y,(t) =ce* +ce™

Esta € a forma geral da solucao.

Quaisquer gue sejam as condicoes iniciais do sistema esta sera a
expressao que rege a saida.

No entanto para definirmos a saida exacta nesta situacéo particular, é
necessario determinar o valor de c, e de c,.

Isto € conseguido recorrendo as condicdes auxiliares que nos sao
dadas.

dy, () _

0) = 3,
Y,(0) It
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Exemplo: determinacao da resposta a entrada-nula de
um sistema

Repare-se que as restricOoes sao, neste caso, dadas na forma de

condicdes iniciais para a saida no instante inicial e para a derivada da
saida também nesse instante
yo©@ =3 DO -_7

dt

E de notar que dado que temos duas incégnitas c, e ¢, na
expressao para Yy(t), temos que recorrer a duas restricoes para
conseguir formar um sistema de duas equacOes a duas
incognitas retirando o valor de c, e c,.

Sabe-se ja que a resposta a entrada-nula tera a forma:
y,(t) =ce® +ce™

Sujeita as restricoes:
- . dvO_
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Exemplo: determinacao da resposta a entrada-nula de
um sistema

Forma genérica da resposta a
entrada-nula (constantes ¢, e ¢, y,(t) =ce® +c,e
por determinar)

-4t

Condigdes impostas & dy,(0)

resposta a entrada-nula. yo(o) =3 dt V4

AYo® _ \oo o7t 4 4o oo
dt 1 2

Substituindo a forma genérica
nestas restricoes.

dy,(0) _ 2.0 o o
ce?’+ce?®=30 (;I)t =(-2)ce”" +(-4)x,e” =-7U

c,t+tc, =3 -2c, - 4¢, =-7

Chega-se a duas equacbes nas incognitas ¢, e ¢, (duas equacoes a duas
incognitas), o que permite determinar o valor destas constantes e assim, a

resposta a entrada-nula.
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Exemplo: determinacao da resposta a entrada-nula de
um sistema

Obtém-se entdo o sistema de duas equagdes a duas incognitas (c, e c,):

c,+c, =3

‘|
1-2¢, - 4c, =-7

Resolvendo o sistema anterior obtém-se

%= =)

Assim sendo a resposta a entrada-nula esta completamente
determinada e é dada por:

-5 -2t - 4t
yo(t) - 2e + % e
Como se considera a resposta a partir de t=0, a

forma final:
-5 -2t -4t
Yolt) =55 +1 e

e e 2 ]

Xpressao atinge a
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Raizes multiplas

Considere-se o caso de ser dado o sistema:

d?y,(t) 2 dy,(t)
dt? dt

+4y,(t) =0

de forma equivalente usando o operador D, (D2 - 4D + 4) Yo(t) =0
O polinomio caracteristico € dado por

QU)=17-4 +4

sendo a equacao caracteristica do sistema:
12-41 +4=0U
| =2 V | =2

Ou seja, para um sistema de segunda ordem nao se obtiveram duas
raizes simples, mas sim uma dupla.
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Raizes multiplas

Seria intuitivo pensar que a semelhanca do caso em que as raizes séo
simples, os modos seriam:

O que nao esta de acordo com o facto de que um sistema de segunda
ordem tera necessariamente 2 modos caracteristicos diferentes.

O que se verifica na pratica € gque 0s modos caracteristicos
associados a uma raiz maltipla assumem uma nova configuracao.

Neste caso particular os modos seriam:

2t

e , te?t

Sendo a resposta a entrada-nula uma combinacéo linear dos modos
caracteristicos, tera a forma:

Y, (t) = ce® +c,te*
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Raizes multiplas

Foi ja verificado que para raiz caracteristica ¢; existe um modo associado:

alit

Este modo caracteristico € valido para raizes simples da equacao
caracteristica.

Se houver repeticao de um valor para as raizes, a forma da solucao é
ligeiramente modificada. E possivel demonstrar-se que para a equacao

diferencial
(D-1)y,(t)=0
com uma raiz de multiplicidade r, os modos caracteristicos sao
elt,telt,tzelt,...,tr-lelt

sendo a solucao da equacao dada por uma combinacéao linear destes modos:

yo(t) — (Cl +Ct+...+ Crtr—l)elt
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Raizes multiplas

Consequentemente, para um sistema de polindmio caracteristico factorizado

QUY=(1 - 1,) (I - 1,,)--(1 - 1)
0S modos caracteristicos serao

ellt,tellt,-",tr-lellt,elHlt,"-,eINt

e a solucao sera dada por
Y, (t) = (C1 +C,t+...+ crtr'l)e'1t +c e +.. +ce'

r+l1
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Raizes complexas
Considere-se agora o0 caso de ser dado o sistema

2
d gsz(t) + 4 dﬁt(t) +40y,(t) =0

de forma equivalente usando o operador D,

O polinbmio caracteristico € dado por

|2 + 4] +40
sendo a equacao caracteristica do sistema:
1?+41 +40=0U o tATil2 o
| :-4i\/16-1600 2 |
2 | =-2+jJ6 V | =-2-]6
| :-41@0
2

Ou seja, as raizes caracteristicas do sistema sao complexas.
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Raizes complexas

| =-2+j6 V | =-2-j6

A estas raizes caracteristicas correspondem necessariamente dois
modos caracteristicos:

e(-2+j6)t . e(-2- j6)t
A solucao do sistema para entrada-nula, pode ser escrita recorrendo
a notacao complexa, resultando em:

— (-2+j6)t (-2- j6)t
y,(t) =c.e +cC,e

No entanto, esta notacdo complexa pode ser convertida em notacéao real
arranjando a expressao anterior de forma conveniente:

yo(t) — Cle(-2+j6)t 4 Cze(-Z-j6)t — e-2t(Clej6t + Cze-jGt)

Para um sistema real, a resposta tera que ser real. Isso apenas € possivel
se ¢, e ¢, forem conjugados. Sendo c, e ¢, expressos da seguinte forma
C C _;
c,=—e" ¢ c, =—e !
2 2
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Raizes complexas
= Eejq C. = Ee'jq
22

C, 5

et

substituindo-se em yO(t) = Cle('2+j6)t + Cze('z' — e-2t (ClejGt + Cze- j6t)

Obtem-Se yo(t) — e-2t(%eerj6t +%e' jqe'j6t) U

yo(t) — e-2t %(ej(qmt) + e j(q+6t))

A
Utilizando a férmula de Euler:Cosj = E(e” +e) optém-se:
yo(t) — e-2tcl(ej(q+6t) + e j(q+6t)) —
2
Y, (t) = ce * cos(q + 6t)

Quantas constantes ficam por determinar para se ter a resposta completa?
O gue € necessario para determinar essas constantes?
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Resposta a entrada-nula para raizes do sistema

complexas
As raizes complexas aparecem em pares conjugados.

Assim,tendo| =a + jb e | =a- jb como raizes do sistema, obtém-se
uma resposta a entrada-nula:

_ C Liga@+int 4 © L-jaaca- b
Y, (1) e''e +—e e
2 2

_ eJQeatert + E e' jqeate- jbt
2

C
2
C eataibtgia 4 & gatg- ibtg- ia
2 2

C

e geittd 4 g ibtay
2

= ce® cos(bt + Q)

A parte real das raizes caracteristicas do sistema, ¢, controla a exponencial
gue envolve o coseno. A parte imaginaria das raizes, ¢ ,controla a frequéncia
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Tendo | =a + Jjb e | =a - jJb como raizes do sistema, obtém-se uma

resposta aéntrada-nula: ﬁ

y,(t) = ce’* cos(bt + Q)

Funcao da componente real das
raizes caracteristicas na resposta a
trada-nula:

‘ cos(10t)

t
t

2
2
4

o
o
o
e *' cos(10t)
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Tendo | =a + Jjb e | =a - Jb como raizes do sistema, obtém-se uma

resposta a entradM

y,(t) = ce® cos(bt +Qq)

Funcao da componente imaginaria
das raizes caracteristicas na
a entrada-nula:

e ' cos(10t)

e *' cos(30t)
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Raizes complexas

Y, (t) = ce® cos(bt + Q)

c=1
4, . a=-2
Yo (E) b =10
g=0

v

AN
VA
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Resposta a entrada-nula de um sistema de ordem N

Forma das raizes:

Forma dos modos:

Raizes simples
| ., I

1’ 2,---’ N

et (i=12,...,N)

Raizes multiplas
(multiplicidade r)

tho s

I vezes

e't te't, t%',...,

t

r-1.1t

Raizes complexas conjugadas
| =a + b | =a- jb

ce® cos(bt + Q)
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Resposta a estado-nulo

Determinou-se ja a forma de calcular a resposta a entrada-nula de um
sistema descrito por equacoes diferenciais.

r XM + Yol©

- [|sistemallims) \\

—

»

12 ord yo(t) = ce't

E agora necessario determinar a resposta de um tal sistema a um
sinal de entrada néao nulo, ou seja, determinar a resposta a estado-
nulo. Xt RIU)

T

e

Sendo a variedade de possibilidades para o sinal de entrada infinita, a
tarefa de conseguir prever a saida parece impossivel.

No entanto, a tarefa fica simplificada se interpretarmos o sinal de
entrada como sendo uma combinacao de sinais simples.
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Resposta a estado-nulo

O sinal de entrada x(t) pode entao (por aproximacao) ser decomposto
na soma de varios sinais mais simples:

x(t)

(1) )/——,-q

-P-————-——————

e ——— i —— ——
e — — o ————
e — — S — ————
e ——— — ———— —

I
!
|
|
|
|
|
!
L)

e — ————
e — ——— ——
s i ————— —
e
=3

|

|

|

|

|

|

}

|

I
—..
0 AN 24 et

ST =V —$)an Ty = (N; +3)a

Neste caso x(t) é expresso como a soma de varios pulsos deslocados no tempo.

ESTV — DEE - Teoria dos Circuitos e do Sinal



x(2)

f

——
K
\

e i — — — ]

C—

e — — e ———

X(t) = 2,%, () + 3,%,(t) + ... + 8, %, ()

dado estarmos a tratar de sistemas lineares, a resposta y(t),
assume a forma:

y() =ay,(t) +ay,(t) +...+ 38,y (1)

onde y,(t) é a resposta a estado-nulo a uma entrada x.(t).
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Resposta a estado-nulo

20r) x(1)

\5

e ——————

|

o e e e i S S e e

)

s —

.
E-

TSn - l%},ﬂ Ty =N + %m/
Podemos aproximar x(t) por uma soma de pulsos rectangulares de
largura DI e de valor (altura) variavel. A aproximacao melhora a medida

que DI aO0.

Nesta situacdo um sinal de entrada arbitrario pode ser substituido por uma
soma pesada (combinacéo linear) de pulsos. Assim, se conhecermos a
resposta do sistema a um pulso, podemos imediatamente determinar a
resposta do sistema a uma entrada arbitraria x(t) adicionando a resposta do
sistema a cada pulso em que se pode decompor x(t). Isto & possivel por
estarmos a tratar de sistemas lineares.
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Decomposicéo da entrada

L o ;

Sistema linear e invariante no tempo

il

X(t) = 3,X,(1) + 2,5, (1) + ... + 8, X, (1) V() = 8y, (t) + 8,y,(t) + ... + 8, (D)
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Resposta a estado-nulo

Por decomposicao da entrada em sinais mais simples, é possivel
determinar a resposta a um sinal qualquer.

A Unica condicao necessaria, é ser ja conhecida a resposta do sistema a
esse sinal mais simples.

A decomposicao do sinal de entrada ocorre na forma:

X(t) = 3,X,(t) + 2,%,(t) + ... + 8, X, (1)

E a resposta do sistema na forma:
y() = ay,(t) +ay,(t) +... + a,y,(t)

Esta forma de analise sO foi possivel devido as propriedades da
Invariancia temporal e da linearidade dos sistemas.
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A

Quantificacéo do sinal que aproxima a entrad

/N

v

Dt Dt Dt Dt !
t=nDt
A largura dos pulsos que aproximam o sinal x(t) € Dt.
A medida que Dt &0, o pulso rectangular sombreado localizado em t=nDt

na figura, aproxima um impulso no mesmo instante de intensidade
x(nDt)Dt (a area sombreada debaixo do pulso rectangular).
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A

Quantificacéo do sinal que aproxima a entrad

/

ya

\ x(nDt)

v

<+—>

Ajuiso -X(NDt). Dt t=nDt

X(nDt)

4

A

2]

Fazendo Dtal Este impulso continua a ter

area x(nDt).Dt, no entanto e

agora um impulso localizado
em t=nDt:

e x(nDt)Dt.d(t- nDt)
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Resposta a estado-nulo

v

Os pulsos transformam-se no limite, a medida que a sua largura se
aproxima de zero, em impulsos.

Um sinal qualquer pode entao ser interpretado como uma soma infinita
de impulsos infinitesimalmente proximos.
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Resposta a impulso 4
X(t) P P v(0
4
! &‘1 lt‘ﬁ"\
K ; ﬁﬁf&u
27?2?2PP?77?2?27??
> |:> Sistei‘ >

Assim sendo, a resposta do sistema a um sinal de entrada é a soma da

sua resposta as varias componentes de impulsos que compde esse sinal
de entrada.

Mostra-se desta forma que conhecendo a resposta de um sistema a um
Impulso, podemos determinar a saida para um sinal de entrada genérico

X(t).

A resposta a impulso de um sistema LITC € vulgarmente designada por

h(t).
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Resposta a Impulso

h(t)

=) —

* (t)

=

Siste

A resposta a impulso h(t) € a resposta do sistema a um impulso de
entrada aplicado em t=0 com todas as condic¢des iniciais nulas em t=0-.

Uma entrada impulsiva aparece momentaneamente em t=0 e depois
desaparece, 0 gque gera armazenamento de energia no sistema e cria
condig¢des iniciais nao nulas no sistema instantaneamente para t=0".

Apesar de o impulso desaparecer para t>0, o sistema tem ainda uma
resposta gerada pelas condicdes iniciais criadas pelo impulso.

A resposta a impulso h(t) deve portanto consistir nos modos
caracteristicos do sistema para t2 0*. Como resultado

h(t)=termos com modos caracteristicos, t30*
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Resposta a Impulso

h(t)=termos com modos caracteristicos, t30*

Esta resposta € valida para t>0. Mas o que acontece para t=07?

Num dado instante t=0, pode no maximo ocorrer um impulso, assim a
forma da resposta completa h(t) € dada por

h(t)=Ad(t) + termos ¢/ modos caracteristicos, t30

A expressao geral para a resposta a impulso e dada por:

h(t) = b,d(t) + [P(D)y,, (1) Ju(t)

onde b, € o coeficiente do termo de ordem N em P(D), e y,(t) é a
resposta a entrada nula do sistema sujeito as seguintes condicbes

iniciais: Yo, '(0) =1,  y5200)=y320)=...=y;.(0) =y, (0)=0
Onde Y, (0) é o valor da derivada de ordem k de y,(t) em t=0.
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Resposta a Impulso deslocado no tempo

h(t)

=) =

* (t)

=

0 ht-t) I\
j ’ |::>Siste ‘

t

Se h(t) é a resposta de um sistema LITC a entrada d(t), entdo caso seja
aplicada a entrada d(t-t), a saida do mesmo sistema sera h(i-t). Isso é
devido a propriedade de invariancia temporal dos sistemas LITC.
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Inoo

|
i
|

x(t) = §¥ x(nDt)d(t - nDt)Dt @ﬁ‘ y() = §¥ x(nDt)h(t - nDt)Dt

Z

!

f

)

i

{

A

| -

Resposta a estado-nulo

{. X(ND)Dt.d(t- nDt) E5){ Sisiemalf =) x(nDE)DX xh(t - nDt) T /L

no
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Resposta a estado-nulo

Para se aproximar o sinal de
fazer-se Dt® O .

Isto implica que:

X(t) = lim g x(nDt)d(t - nDt)Dt

xeo T,

se transforma em:
+¥

x(t) = Qx(t)d(t - t)dt

x(t) = +z‘)x(t)d(t - tdt =)

ESTV - DEE

entrada tanto quanto possivel, devera

Em termos de saida:
+¥
y(t) = lim § x(nDt)h(t - nDt)Dt
Dt® 0 n=-y

Transforma-se em:
+¥

y(t) = Ox(h(t - t)dt

Sisiemal =) Y(©) = Ox(Oh(t - t)dt
J

\-¥
N .
Integral de convolucao
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Resposta a estado-nulo

X(t) = X (t)d(t - t)dt @f,-gste mE) y(t) = OX(Oh(t - t)dt

Note-se que a entrada € interpretada como sendo uma soma infinita
de impulsos, cada um com a amplitude (area) do sinal de entrada no
mesmo instante.

Dada a linearidade e a invariancia temporal dos sistemas em estudo,
a saida serd entdo uma soma infinita de respostas a impulso
localizadas em cada instante e com 0 mesmo peso x(t) do impulso
gue lhe deu,origem.

ﬁﬁg

z!

=
3>

+¥ g

x(t) = bx(t)d(t - t)dt ESTV-DEE - Teoria dos Circuitos e do Sinal Y (t) = C\)X(t)h(t - t)dt
-¥ -¥



Integral de convolucao

+¥

y(t) = Ox(t)h(t - t)dt

Dada a sua importancia em diversas areas da engenharia, o integral
anterior recebe um nome particular: integral de convolucao.

A convolucao de duas funcoes f,(t) e f,(t) € definido da seguinte forma:

+¥

f,*f, = (‘)fl(t)fz(t - t)dt
-¥
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Propriedades do integral de convolucao

+¥
f,*f, = of. (DLt - t)dt
- ¥
Propriedade comutativa: T, (t) *f,(t) =f,(t) *f (1)
Propriedade distributiva: f (t) *&,(t) + f,(t)g= f.(t) * £,(t) +f, (t) > (1)

Propriedade associativa: f (t) * &, (t) * f,(t)g=d,(t) > f,(t)g™* f.(t)

f,(0) * £,(1) = c(t)

Propriedade do deslocamento temporal: [f,(t) *f,(t - T) =c(t - T)

fLE-T)*f,E)=c(-T)
+¥

Convolugdo com um impulso: f(t) *d(t) = of (t)d(t - t)dt
-¥

Propriedade da duragao: gg £ (1) e f,(t) tém a duracdo de T, e T, entéo
a duracao de f,(t)*f,(t) sera de T,+T,.
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Tabelas de convolucao

A tarefa de convolucdo é
consideravelmente simplificada
pelo uso de uma tabela de
convolucgéo.

Esta tabela, que lista varios
pares de sinais fi(t) e f(t) e o
resultado da sua convolucao
f (t)*f,(t), pode ser usado para
determinar y(t), a resposta do
sistema a uma entrada x(t), sem
realizar a tarefa ardua de
Integracao.

No f1(2) fa(t) fi(t) * f2(t) = fa(t) + fi(t)
1 f() 6(t—T) f(t=T)
2 eru(t) u(t) —1—1(1 — e*)u(t)
3 u(t) uft) tu(t)
4 eMby(t) e tu(t) I [e*t — e tu(t) A # A
5 eMu(t) eMu(t) teMu(t)
6 teMu(t) eMu(t) %tie” u(t)
n ! = ! .
7 t"u(t) eMu(t) X:Te‘“u(t) - J;a m’:l—-_-j—)!t“"u[t)
m n In!
8 t™u(t) thu(t) m’%’:_—])!am*’““u(t]
9 teMtu(y) Mult) Tl — M+ O = da)te (e
10 tmeMty(t) tmeru(t). (n_;nﬂ%n-:-_]_)' tmntlghty(s)
11 gmeMiy(t) thertu(t) i (SLymifn +5)! ™Ittt

12 e™ cos(fBt + Nult) e Mult)

13

14

5 J1(m =3I, = Ag)ratT

. (—=1)*n!(m + k)!
+§} *i(n

AL #E X
L B0 - AR

thkeraty(t)

cos(8 — p)eM — e cos(ft + 0 — )
Vie+ )2 + g2
¢ = tan~[-3/(a + ))]

u(t)

edifu(t) e*2tu(~t)

[e*tu(t) + &A"tt&(‘—t}] ReAg > Re \;

1
,\g—)q

Az - Ay

e’“‘u(—t) e"ﬁ‘u(—t}

)
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Resposta total de um sistema — intuitiva e analitica

\ X(t) A yo(t) é Cjel it
i 2 b 5

Resposta a entrada-nula

—
>

- W0 AQSHE
Resposta a estado-nulo
: . AVAVAWAWAWAWAN
- ) sisemal =) VAAAAA'A'A
A X(1) y YO
Y ace’ +x(t)*h()
:> Siste ‘ UAVETLWAWA
Resposta_total = én_ ce  + yH3h®

pa i Resposta a estado-nulo

Resposta a entrada-nula
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Resposta total de um sistema

A resposta total de um sistema linear pode ser expressa como a soma da
sua resposta a entrada-nula com a resposta a estado-nulo:

Resposta_total = ac je' " + 3HSHE)

@ Resposta a estado-nulo
Resposta a entrada-nula

Determinacao da resposta total de um sistema a uma entrada:
n Da equacao diferencial do sistema determinam-se as raizes
caracteristicas e de forma imediata os modos caracteristicos;
n Pela combinacéo linear destes modos determina-se a expressao
genérica da resposta a entrada-nula.

n Os coeficientes c,, C,,...,C, hesta resposta s&o determinados
recorrendo a n condicOes auxiliares;

n Pela equacao do sistema € possivel determinar h(t), a resposta a
Impulso do sistema.

n Conhecendo a resposta a impulso h(t) e a entrada do sistema x(t),
determina-se a resposta a estado-nulo convolvendo x(t) com h(t).
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Estabilidade de um sistema

Se um sistema LITC tem n raizes caracteristicas distintas | ;, | ,,..., |
resposta a entrada-nula é dada por:

n’a

y.(t)=ace "

=1

. Z.o H ‘I
Pelo conhecimento prévio de  lime'" =
T

O Rel <O
. t® ¥ Y
exponenciais:

Esbocando a localizacao das raizes num plano complexo, se uma raiz
caracteristica | se localiza na metade esquerda do plano, a sua parte
real € negativa (Re | <0). Da mesma forma, se uma raiz | se localiza na
metade direita do plano complexo, a sua parte real € positiva (Re | >0).
Ao longo do eixo imaginario, a parte real € nula (Re | =0).
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Estabilidade de um sistema vo(0) el >0

A

lime't
t® ¥

O Rel <0
¥ Rel >0

N\
— Ve
N

»

Y, (t) = ce'
Os modos caracteristicos relativos a raizes no lado esquerdo do
plano complexo desaparecem a medida que tap

Os modos relativos a raizes localizadas no lado direito do plano
crescem sem limite a medida que ta.

Os modos correspondentes a raizes localizadas no eixo imaginario
~ jbt _— = .- ~ . .

sdo daforma e'™ =cos(bt)+ jsin(bt) e sao limitados (nem

desaparecem nem crescem sem limite) a medida que ta.
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Estabilidade de um sistema: raizes multiplas

Os modos relativos a uma raiz | repetida r vezes sao
elt,telt,tzelt,...,tr-lelt

A medida que tae , t“e''a0, se Re | <0 (I na metade esquerda do
plano complexo). Assim sendo, raizes multiplas na metade esquerda
do plano nao causam instabilidade.

Quando as raizes mUItipIas estdo no eixo imaginario (I =jw), os modos

correspondentes tke"t = tk gcos(wt)+ j sin(wt )Htendem para infinito
a medida que tae . Assim, raizes repetidas no eixo imaginario
provocam instabilidade.
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Localizacao das raizes caracteristicas « estabilidade

Localizacao das raizes caracteristicas Resposta a entrada-nula

Raiz real nula

ESTV — DEE - Teoria dos Circuitos e do Sinal
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C
/ Re "
t) = ce't
| = O<yo( ) j
Yo(t) =c



Localizacao das raizes caracteristicas « estabilidade

Localizacao das raizes caracteristicas Resposta a entrada-nula

Im T yo(®)
Sistema

instavel

[ »
»

yo(t) =ce't +c,te'’

=001 =0

Raiz dupla real nula

Yo(t) =c, +c,t
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Localizacao das raizes caracteristicas « estabilidade

Localizacao das raizes caracteristicas Resposta a entrada-nula

Sistema
estavel

Raizes simples reais negativas
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Localizacao das raizes caracteristicas « estabilidade

Localizacao das raizes caracteristicas

Im 1 yo()

Resposta a entrada-nula

Sistema

instavel

Raizes simples reais positivas
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Localizacao das raizes caracteristicas « estabilidade

Localizacao das raizes caracteristicas Resposta a entrada-nula

Sistema
X X estavel

Yo(t) = ce® cos (bt +q)

Raizes complexas com parte real negativa
| =azx Jb

a < O ESTV — DEE - Teoria dos Circuitos e do Sinal



Localizacao das raizes caracteristicas « estabilidade

Localizacao das raizes caracteristicas Resposta a entrada-nula
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Localizacao das raizes caracteristicas « estabilidade

Localizacao das raizes caracteristicas Resposta a entrada-nula

Im X Sistema
instavel
X
Re ”
X
X

Yo(t) = ce® cos (bt +q)

Raizes complexas com parte real positiva
| =azx jb
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Localizacao das raizes caracteristicas « estabilidade

Localizacao das raizes caracteristicas Resposta a entrada-nula

Im [ Yo() marginalmente
K
Re
K
X Yo(t) = ce® cos (bt +q)
Raizes complexas com parte real nula a=0 Q
(imaginarias puras) Yo(t) = ccos (bt + q)

| =a+jb a=0
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Localizacao das raizes caracteristicas « estabilidade

Localizacao das raizes caracteristicas Resposta a entrada-nula

Sistema
instavel

Raizes complexas duplas com parte real nula

(raizes imaginarias puras duplas)
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Estabilidade de um sistema

Sumariando:

1- Um sistema LITC é estavel se, e s6 se, todas as raizes caracteristicas se

encontram na parte esquerda do plano complexo. As raizes podem ser
simples ou multiplas.

2- Um sistema LITC é instavel se, e sO se, uma ou ambas das seguintes
condicoes se verificarem: i) pelo menos uma das raizes se encontra na

metade direita do plano complexo; ii) existem raizes repetidas no eixo
imaginario.

3- Um sistema LITC é marginalmente estavel se, e s6 se, ndo existem raizes na
metade direita, e existem raizes simples (n&o repetidas) no eixo imaginario.
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